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1 HAUTEURS DE POLYNOMES ET DE VAR- 
IÉTÉS 

1.1 Mesures absolues : 

Soit P un polynôme de C[Xi, . . . , X„] [n G W), on définit la mesure de Gauss- 
Weil de P, notée M{P), comme le maximum des normes de tous les coefficients de 
P et on définit la mesure de Mahler de P, notée M{P), par la relation : 

log M{P) := /y î . /log \P (e2-"\ . . . , e^"-") \dxi . . . dx^. 

Si maintenant P est un polynôme homogène de C[Xo, . . . , X„] (n £ N*), on définit 
-comme dans [7,3- la mesure unitaire homogène de P, notée M{P), par la relation : 

f " 1 

logM(P) / log |P (Xo, . . . , X„)|a„+i + d\otP- V — 

où Sn+i{l) est la sphère unité de C""*"-^ et cr„+i est la mesure invariante de masse 
totale 1 sur i5'„+i(l). 

Finalement, si P est un polynôme multihomogène en des ensembles de variables 
(avec = (X|5*\...,X^^) pour i = l,...,p), on définit aussi 

(comme dans 03) la mesure unitaire multihomogène M{P) de P par : 



logAf(F) := / log 

"'s„i + i(l)x---xS,„p + i(l) 



p[x^^\...,x^p^ 



fmi+1 X • • • X <Jrnp + l 



La comparaison entre les deux mesures M et M est donnée par le lemme suivant : 

Lemme 1.1 Soient n un entier > 1 et P un polynôme de C[Xi, . . . , X„] (ou un 
polynôme homogène de C[Xo, . . . , Xn]) de degré total d. Alors on a : 

^ j M{P)<M{P)<2"'^M{P). (1.1) 

Démonstration. — Démontrons le lemme 11.11 dans le cas où P est un polynôme 
quelconque de C[Xi, . . . , Xn] (la démonstration est la même pour le cas homogène). 
Commenccons par démontrer l'inégalité de droite de l|l.l|l en raisonnant par récur- 
rence sur n eW. 

Pour n = 1, P est un polynôme d'une variable de degré d, donc, en appelant 
ai, ... ,ad ses racines dans C, P se factorise en : 

d 

P{Xi) = aoXf -f aiXf-^ + ■ ■ ■ + ad = ao\{{Xi - a,) . 

i=l 

D'une part, la mesure de Gauss-Weil de P vaut par définition : 

M(P) :=max{|ao|,...,|ad|} 
et d'autre part, d'après 0] (pp. 5-6), la mesure de Mahler de P vaut : 

d 

M{P) := \ao\.\{majK{l,\a,W . 
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La formule -bien connue- exprimant les aj {j = 0, . . . ,d) en fonction de ag et des 
ai, . . . ,ad est donnée par : 

= (-!)■' flo- X! «Si ••■as, (Vj G {0,...,d}); 

l<si<---<Sj<(i 



donc, pour tout j G {0, . . . , d} on a : 

\aj \ < |ao|( ) ]^max{l, |a,|} 



< 2'*|aoinmax{l, |a,|} = 2'^M(P), 
î=i 

d'où : _ 

M(P) max |a,| <2'^M(P) 

0<j<a 

ce qui est l'inégalité de droite de pour n = 1. Soit maintenant n un entier > 2. 
Supposons que l'inégalité de droite de est vraie pour l'entier n — 1 et montrons 
la pour l'entier n. Soit, pour cela, P un polynôme de C[Xi, . . . ,X„] de degré total 
d et écrivons P sous la forme : 

pour un certain sous-ensemble fini J de N et certains polynômes Pj {j G J) de 

C[Xi, . . . , Xn-i]. En fait, comme P est de degré total égal à d, on a J C {0, . . . ,d} 

et les polynômes Pj {j G J) de C[Xi, . . . , X„_i] sont tous de degrés totaux majorés 

par d. On a clairement : ^ 

M{P) = maxAf(Pj) 
je.-' 

et, d'après l'hypothèse de récurrence, pour tout j & J ■ 

M{Pj) < 2("-i)''m(Pj); 



d'où 



On a par ailleurs : 



M{P) < 2("-i)'' max M{Pj). (1.2) 



logmax M{Pj) = maxlog M{Pj) 



max f .. .[ log \Pj (e^^^^i, . . . , e^^^-i) |da;i . . . dxn-i 

Jo Jo 

^ . .^log (^max\Pj (e^"^! , . . . , g^'^^^^—i) \^ dxi . . . dx^-i 



< 



et, d'après le cas n — 1 (déjà démontré) : 

max |Pj (e^^^S . . . ,e2"^"-i) | = M(P (e^^^^, . . . , e^^^-'S X„)) 

< 2^* M(P (e^'^"! , . . . , e^'^""-! , X„)) 

où -dans ces deux inégalités- Xi, . . . , Xn-i sont considérés comme paramètres et X„ 
considéré comme l'unique variable. D'où : 

logmax M(P,) < . ./îog (2"^ M(P {e^^'^\. . . , e^-^-i , X„))) dxi . . . dxn-i, 
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c'est-à-dire : 



logmax M{Pj) < dlog2 + ( . . I \og\P {e^'''='\ . . . , e^""^") \dxi ...dxn 
ou encore : 

logmax MiPj) < dlog2 + log M{P) 

(car log M(F(e2"^i , . . . , e^^^—i , X„)) := log | P(e2^"i , . . . , e^^^^^"-) |dx„). 
D'où, en passant à l'exponentielle : 

max M{Pj) < 2'^M{P). (1.3) 

De (11211 et ((Ol suit l'inégalité : 

M(P) < 2"'^M(P) 

qui n'est rien d'autre que l'inégalité de droite de Hl.l|l pour l'entier n. L'inégalité 
de droite de est démontrée. 

Montrons maintenant l'inégalité de gauche de On utilise pour cela le 

théorème de l'inégalité arithmético-géometrique dont l'énoncé est : 
« Pour toute fonction régulière ^ / de C" on a : 

exp(^j\.j\og\f{e^^"\. . . ,e2— ) \dxi . . . dxr 

< /î../|/(e2--i,...,e2"^")|dxi...dx„. 
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En appliquant cette dernière à / (au lieu de /) on obtient l'inégalité : 
exp(^^î .^îog 1/ (e2--\ . . . , e^"-") \dxi . . . dx„^ 

11 ~ 

< (^^..^|/(e2--i,...,e2-"")|'da;i...da;„J . 

(1.4) 

Etant donné maintenant un polynôme P de C[Xi, . . . ,X„] de degré total d, appli- 
quant H1.4|l à / = P on a : 

M(P) < ^! . .JjP (e^^"^ , . . . , e^"-") l'dxi . . . dxnj = \\ P\\^ 

où IIPII2 désigne la norme euclidienne du vecteur formé de tous les coefHcients de 
P. Comme P est à n variables de degré total d, P contient au plus C^") monômes, 
d'où : 

ce qui donne finalement : 

M(p)<iiPii,<(^^+"y%p) 

qui n'est rien d'autre que l'inégalité de gauche de lll.l|l . La démonstration est 
achevée. ■ 



^La régularité ici consiste en l'existence des intégrales constituants notre inégalité arithmético- 
géométrique. 



4 



1.2 Mesures l'-adiques et hauteurs de polynômes 



1.2.1 Mesures t;-adiques : 

Soient K un corps de nombres et v une place de K. On définit M„ et My 
les mesures w-adiques des polynômes à coefficients dans K, associant à tout P G 
K[Xi, . . . ,Xn] {n e N*) les réels positifs notés respectivement My{P) et My{P) et 
définis, selon le cas v finie ou v infinie, par : 

1) Si w est finie, My{P) coïncide avec My{P) et est définie comme le maximum 
des valeurs absolues ï;-adiques des coefficients de P ; 



2) Si V est infinie et associée à un plongement a: K ^ C, My{P) désigne toujours 
le maximum des valeurs absolues u-adique des coefficients de P et : 

M^P) := MiP"), 

où P'^ désigne le polynôme de C[Xi, . . . obtenu à partir de P en rem- 
placcant chaque coefficient de P par son image par a. 

On définit aussi M„ la mesure v-adique des formes (homogènes ou multihomogènes) 
à coefficients dans K, associant à toute telle forme P le réel positif : 

M„(P):=P"(^) si. est finie 

I M{P'^) si V est infinie, associée à un plongement a: K ^ 

Avertissement.— On désigne -dans les prochains lemmes qui suivent- par la 
mesure y-adique My définie ci-dessus et par Ly l'application de K[Xi, . . . , Xn] dans 
M"*" associant à tout polynôme P, la somme des valeurs absolues î;-adiques de ses 
coefficients. Hy et Ly sont appelées "hauteur" et "longueur" u-adique et leurs loga- 
rithmes -désignés respectivement par hy et £y- sont appelés hauteur logarithmique 
u-adique et longueur logarithmique î;-adique. 



1.2.2 Hauteurs : 

Soit K un corps de nombres. On définit h et h les hauteurs dites respectivement 
de Gauss-Weil (ou simplement de Weil) et de Mahler, associant à tout polynôme P 
de K[Xi, . . . , X„] (n e N*) les réels : 

veMK ^ ' 

où Mk désigne l'ensemble des places de K, normalisées de sorte que |2|^ = 2 lorsque 
V est infinie et \p\^ = lorsque v est finie et étend la place p de Q. 
On définit aussi h la hauteur dite unitaire, qui associe à toute forme P (homogène 
ou multihomogène) à coefficients dans K, le réel h{P) défini par : 

veMK ^ ' 

Notons que ces trois hauteurs h, h et h sont positives, indépendantes du corps de 

nombres K choisi et invariantes par homothétie d'un élément de K. 

Pour tout entier n > 1 et tout P £ Q[^i, • • • , Xn] (ou un polynôme homogène de 
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Q[Xo, . . . , Xn]) de degré total d, le lemme irTl noiis permet d'obtenir immédiatement 
la relation de comparaison entre h{P) et h{P) suivante : 

— 1 ^d + n\ ~ — 

HP)-2'^ogi ^ j < h{P) < h{P) + nd\og2. (1.5) 

Par ailleurs, dans le cas où P est une forme de Q[v'^o, • ■ • , Xn] [n> 1), il est montré 
dans P] (théorème 4) qu'on a : 

- " 1 

KP)<h{P)<h{P) + dY,-. (1.6) 

j=i 

Finalement, toujours dans le cas où P est une forme de degré d de Q[Xo, . . . , X„] 
{n > 1), la relation de comparaison entre h{P) et h{P) résultant immédiatement 
de JEU et IlEII est : 

h{P) - i log(^^ + - df^ 1 < h{P) < h{P) + nd\og2. (1.7) 

1.3 Hauteurs de variétés projectives : 

Soit V une variété algébrique définie sur un corps de nombres K et plongée dans 
un espace projectif Pat via un plongement tp. La hauteur de Gauss-Weil (resp de 
Mahler, unitaire) de V est définie comme étant la hauteur de Gauss-Weil (resp de 
Mahler, unitaire) de la forme éhminante /y de l'idéal de définition de 'ç{V) dans 
K[Xq, . . . ,Xj^]. Cette hauteur dépend évidemment du plongement ip mais elle ne 
dépend pas^du choix de la forme éliminante grâce à la formule du produit sur K, 
on la note h^p{V) (resp hip{V), /i^(F)). On a donc : 

h^[V) h{fv) , K{V) := h{fv) et h^(V) h{îv). 

2 ESTIMATIONS SUR LES COEFFICIENTS DES 
FONCTIONS ALGÉBRIQUES 

Quelques notations : 



• Lorsque n ë N* et / = (ii,...i„) G N", on désignera par |/| la somme des 
coordonnées de /, c'est-à-dire : 

|/| := il H 1- in- 

On appellera ce dernier nombre : longueur de I. 

• On désignera aussi par /! le nombre : 

/! :=n!...z„!. 

• Si de plus X_ = {Xi, . . . , Xn) est un ensemble de n variables indépendantes, on 
notera Xj le monôme : 

vl vil yin 

comme on posera : 

dX' ■■= dXl' . . . dX'^ 
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et on notera enfin par D l'opérateur de la dérivation divisée d'ordre I 

_ 1 9*" 



Lemme 2.1 Soit K un corps de nombres et P un polynôme de K\T, Yi, . . . , F„] (n € 
N*) de degré total majoré par d {d ÇiW) . On pose Y :— (Yi, . . . , Yn). Alors, en tout 
point X — {t, y) de la sous-variété définie par P où la dérivée partielle de P par 
rapport à T est non nulle ( i. e : ^ (x) ^ 0), on a pour tout m G N* et tout I G N" 
tel que \I\ = m : 

1 d"'T Pijx) 

où Pi est un polynôme de K[T,Yi, . . . , Yn], de degré total majoré par (2m— l){d~l) 
et pour toute place infinie v de K , Pi est de longueur v-adique Ly majorée par : 

Démonstration. — On procède par récurrence sur m € N*. Pour m = 1, on a 
|/| — 1 donc / est de la forme / = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) et /! = 1. Ainsi, on a : 

1 d^T dT -f^ 



V.dY' dYk ■ 

Il suffit de poser P/ = —■§§^ qui est de degré total majoré par d et de longueur 
u-adique : 

dP' 



Donc le lemme ITTl est vrai pour m — 1. 

Supposons maintenant que les majorations du lemme 12.11 sont vraies jusqu'à 
un certain entier m > 1 et montrons ces majorations pour m + l. Soit /' = 
{il,..., in) & N" quelconque tel que |/'| = m + 1. Choisissons k G {!,..., n} tel 
que ik = max(ii, . . . , i„). Puisque I' ^ (car |7'| = m + 1), il est clair que ik > 1. 
Posons I — (il, 12, . . . , îfe — l, . . . ,in) G N", donc |/| = m. 
Remarquons qu'on a ik > ^22±i^ d'où 

In , , 

— < • 2.1) 

ik ~ m + 1 ^ ' 

1 9™+ir 1 d /9"r 

On a : 



/'! dY'' /'! dYk \ dY' 

n d f l 9™T 



/'! dYk \n ôy' 
19/1 d"'T 



ikdYk \n dY' 



Or, d'après l'hypothèse de récurrence : 

1 9"T Pi 



P.dY' (iÇ)2"-i' 



7 



D'où : 



d ( 1 9'"r 



dYk \n dY' 



dPi 

9n. 



OT ap,V|P)2m-i_ (2m- 1)P, (m^'^-^iJtP. 



ôYk ÔT 



.dT ) 



dT d^P 



gp x2(2m-l) 



(dP\ 



En remplaccant, dans le membre de droite de cette égalité, par et en 

simplifiant la fraction obtenue -en divisant son numérateur et le dénominateur par 

■dP_\ 



(dP\2m-Z 
KdTI 



d 



on trouve 
1 d'^T 



dPi 


(dPy 


dPi 


f ^-(2m-l)P, 


dP a^P dP d^P 


dYk 


KdT) 


dT 


dT dYkdT dYkdW 



dYk \n ar^ 

Il suffit alors de poser : 



(9P\ 
KdTl 



Ik 



dP^(dP_^ _dP^dP_dP_ _^\p^^P ^'^P 

dYÀdTj ' 'dTdfWk ' ^ ' ' ' 



dP d^P 



dT dYkdT dYk dT^ 



Les majorations sur les degrés se vérifient facilement puisque les quatres polynômes 
, §y §y dYkdT Wi^Wr^ ^^"^^ '^^ degré total majoré par 2(d — 1). 

Maintenant, étant donné une place infinie v de K, pour obtenir la longueur 
f-adique Ly de Pj, on utilise les estimations bien connues : 

L^A + B) < L4A)+L,{B), 
Ly{A.B) < LM)-Lv{B) 

pour tout A,B<E K\T, Yi, . . . , y„]. En tenant compte, de plus, de Ij2.1|l on a : 



Ly{Pr 



< 



m + 1 

Comme d'après notre hypothèse de récurrence : 



A{2m-l)d^Ly{PyLy{Pi) < Snê Ly{Py Ly{Pi). 



Ly{Pi) < {8n)"'-'d'"'-'Ly{P) 



alors : 



LyiPr) < (8n)'"d^™+^L,(P) 



^2m+l 



Ce qui montre l'estimation du lemme pour la longueur D-adique de Pj' et achève 
cette démonstration. ■ 



commutatif unitaire intègre, B := A[Yi, 



Yom 



Lemme 2.2 Soit A un anneau 

et P un polynôme de B tel que ^ 7^ 0. On pose X {Xi, . . . ,Xo) et Y_ 
(Yi, . . . , Yd). Alors, il existe une unique série formelle U (X) £ S^^B[[Xi, 
satisfaisant : 

P{Y + X,T+ U{X)) = P (y, T) , 
où S est la partie multiplicative de B engendrée par ^ . 

Démonstration. — La construction de la série formelle U{X) se fait pas à pas en 
construisant au n-ième pas la partie homogène de degré n de U{X_). En appelant, 
pour tout n dans N, Vn{]Q la partie homogène de degré n de U(X), on a : 



U{X)^Vo{X) + Vi{X) 



Plus précisément, on construit pour tout n dans N un polynôme UniX) dans 
S^^B[Xi,...,Xd\ de degré < n tel que {,P{T + X,T + Un{X)) - P{^,T)) soit 
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d'ordre > (n+1) en X_, et tel que le (n+l)-ième polynôme Un+i{X) soit une somme 
de Un{X) et d'un polynôme homogène de S~^B[Xi, . . . , Xd] de degré n + Ainsi 
Un+iiX_) — Unix) est exactement la partie homogène de degré n + 1 de U (X). Il 
suffit alors de poser : 

UiX) = UoiX) + {Ui{X) - Un{2L)) + iU2{X) - Ui{X)) + . . . 

On aura P {^ + X,T + U{X)) - P (F, T) de degré infini en X, d'où : 

p(r + x,r + c/(x)) = P(i:,T). 

On constate d'abord que Uq{]Ç) = U{Q) = 0. Construisons les UnijQ : Pour 
tout G dans S~^B[[Xi, . . . ,X_d]], on pose 

'i>G{Y,T,X) ^ P {Y + X,T + G{X)) - P {Y,T) . 

On va montrer par récurrence que, pour tout n dans N, il existe un polynôme U„ (X) 
dans S~^B[Xi, . . . , X^] vérifiant : 

1) ordx<i>(7„ > n + 1 ; 

2) Uo{X) = 0, Un{X) = Un-iiX) + E|^|=„ A^X^. 
En effet, remarquons que pour G dans S'^^iî[[X]] on a : 

*G {Y, T,X) = P{Y + X,T + G{X)) - P {Y, T) 

= J2 D^P{Y,T)X-G"' - P{Y,T) 

A=(e,m) (2.2) 

J2 D^P{Y,T)X^G"'. 

A=(»,™)#(0,0) 

Pour n = on a Uo{2Q = 0, d'où d'après 112. 2|l : 

'^Uo {Y, T,X) D^- °^P {Y, T)X^. 

Donc oïd-x^Uo ^ 1) P^-r suite 1) et 2) sont satisfaites pour n = 0. Supposons pour 
n> 1 que Un-i{2L) est construit satisfaisant 1), c'est-à-dire : ordx<i>[/„_i > n. Par 
la contrainte 2) on pose : 

Un{X) = Un-l{2Q + J2 ^1^-- 
\j}=n 

Il suffit alors de chercher les dans S~^B de faccon à avoir ordx'î't/n > n + 1. 
Or, on a d'après H2.2II : 

'^u„- E D^P(Y,T)X^{u,,^^{X) + ^._^^^^A,_2ay 

A=(e,m)#(0,0) 

A=(^,m)#(0,0) 

Comme l'expression 
vaut 



([/„_! (X) H- s, , - (;7„_i(X)) 
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pour A = (0, 1) et est une série en X_ d'ordre > n + 1 pour tout A = {9_, m) 
^ {(0, 0), (0, 1)}, alors s'écrit : 

dP 

avec Ri{]Ç) une série d'ordre > n + 1. Mais, d'après l'hypothèse de récurrence, 
ord^$;7„_j > n, d'où ^jj^ ^ {X) s'écrit sous la forme : 

où les sont dans S^^B et Rq est une série d'ordre > n + 1 en X. D'où : 
'^uAK)^ B^X^ + P^ J2 A^X^ + R2{X) 

où R2 est une série d'ordre > n + 1 en X_ {R2 ~ Ri + Rq). Il faut et il suffit alors 
de prendre, pour tout 7 : 

B-y 

En résumé, la construction des Un(X) se fait tout simplement comme suit : Uo{X_) — 
et une fois Un-i{X_) construit, on considère la série ^Ur,-i{2L) qui est d'ordre > n 
en 2L et soit X)|7|=rî ^1^- sa partie homogène de degré n, on prend alors : 

U4X) = C/„_i(X) + Y -|f^- • (2-3) 
I I T 

L'unicité des Un{X_) est évidente car on est obligé de prendre Uo{2Ç) = et une 
fois que Un-i{X.) est construit on a une et une seule faccon de choisir Un{20- La 
décomposition de U(X) en somme de ses parties homogènes est alors : 

U{X) = UoiX) + (Ui{X) ~ UoiX)) + (f/2(X) - UiiX)) 

+ . . . + (Unix) ~ Un-l{X)) + . . . 

ce qui termine la preuve du lemme. ■ 

On note Vn{2L) S^^B [Xi, . . . , Xd]) la partie homogène de U{2Q de degré n, 
c'est-à-dire : Vn{X.) — Un{2L) ~ Un-i{2L)- Pour tout fc > 1 entier, on note ^fr-B les 

éléments de S^^B qui sont le produit de -htf par un élément de B. On remarquera 
que -^TkB est stable par l'addition, mais ce n'est pas un anneau. 

Corollaire 2.3 Pour tout entier n > 1, les coefficients de UniX) sont dans „, B 
et pour tout entier d> n + 1, les coefficients de la partie homogène de degré d de 
^u„i2Q sont dans , Id-i B. 

Démonstration. — On procède par récurrence sur n. Pour n = 1, comme on a 
Uq{X) = alors 

^uo (K) = Y. d'^-^^p (y, T) x^. 

Et, comme pour tout ■ D'-^-°'^ P {Y,T) est dans B, alors ^Uoi2Q est à co- 
efficients dans B. Donc, d'après H2.3II les coefficients de Ui{2Q sont dans -prB et 
Ui{X) s'écrit : 

Ui{X)^Uo{X)+ Y A^-' 

|7| = 1 
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avec e -p-B pour tout 7. Donc : 



Par suite : 



Soit maintenant d > 2 un entier. Les coefRcients de la partie homogène de degré d 
de $;7i {2Q sont des coefRcients des polynômes homogènes de la forme : 
£)Ap j-y^ T) X- ( S|. i^j^A^X^j avec |^| + m = d. Donc, comme les sont dans 
■prB, on déduit que ces coefficients sont dans un certain -pl-^B (m < d) donc aussi 
dans -^rsB. Et, comme d <2d—2 car {d> 2), on déduit que les coefRcients de la 
partie homogène de degré d de (èij^ {X) sont -a fortiori- dans „, 2V2 B, le corollaire 
est vrai pour n ~ 1. 

Soit maintenant n > 2 un entier. Supposons que le corollaire est vrai pour tout 
k < n — 1 et montrons le pour l'entier n. L'hypothèse de récurrence pour n — 1 
implique, en prenant d — n > (n — 1) + 1, que les coefficients de la partie homogène 
de degré n de <î>f/^ ^ (X) sont dans „, L-'i B d'où, d'après 112. les coefficients de 

Un{X_) sont dans „, L-i B ce qui montre la première assertion du corollaire pour 
l'entier n. 

D'autre part, soit d > n + 1 un entier. Ecrivons la décomposition homogène de 
Unix) : 

Un{X) = Vi{X) + ...VniX), 

où pour tout a (1 < a < n), Va{2L) désigne la partie homogène de degré a de 
Unix). On sait que : ViiX) = C/i(X),y2® = - UiiX), . . . ,VniX) = 

Un(X) — ?7„_i (X). D'après l'hypothèse de récurrence, pour tout a (1 < a < n— 1), 
les coefficients de V^jX) sont dans „, jc-i B et d'après la première assertion du 

corollaire pour l'entier n déjà prouvée ci-dessus, les coefficients de Vn.(X) sont dans 
p, B. 
On écrit : 

(20 = J2 ^"^p ^) ^- ('^^ ® 

J2 D^P (H, T) x^ (Fi (X) + • • • + y„ (x)r ■ 

A=(e,m)7^(0,0) 

La partie homogène de degré d > n+1 de {X_) est donc une somme de polynômes 
homogènes de degré d de la forme : 

avec : 

A:i + • • • + A:„ = m 

et 

1^1 + fci + 2/02 H h nfc„ = d. 

Les coefRcients de tels polynômes sont dans 



,/ (2.1^1)fei + (2.2-l)fc2H h(2c(-l)fe„H |-(2rî-l)fe. 



P' 
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or : 



(2.1 - 1) fci + (2.2 - 1) fca + ■ • • + (2a - 1) fc„ + • • • + (2n - 1) 

= 2 (fci + 2fc2 + h nkn) - (fci H h fc„) 

= 2{d- 1^1) -m 
= 2d- {2\e\ +to). 

On remarque que 2\9_\ + m > 2 car soit |^| > 1 ou bien = et m > 2 (car 
d>n+l). D'où : 

(2.1 -l)ki + (2.2 - 1) ^2 + h (2a - 1) /cc. H h (2n - 1) fc„ < 2d - 2. 

Donc -a fortiori- les coefficients de tels polynômes sont dans „, 2d-2 B, et enfin les 
coefficients de la partie homogène de degré d de ^u„{2Q sont dans „, 2d-2 B. Ceci 
termine la preuve du corollaire. ■ 

Corollaire 2.4 Si 



où les aA sont dans S ^B, alors pour tout A on a : 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du corollaire [231 



Lemme 2.5 Soient K un corps de nombres et P un polynôme de K\Yi, . . . , i^n][î^] 
de degré total majoré par d. Soit aussi x ~ [y, t) un point à coordonnées dans K de 
la sous-variété affine définie par P tel que : 



dp 
df 



in) ^ 0, 



et T = T{Y_) la branche de la sous-variété d'équation P — contenant le point x. 
En posant pour tout I G N" ; 

on a pour tout m € N ei toute place v de K : 
max(l, |a/|^; |/| < m) 

< ( 8nd3(d+ l)2("+i)ff„(P)2iî^(l,^)2('*-i).niaxJ 1, 



si V est infinie et : 



max(l, \ail; \I\ < m) < I H^iP)' H,{1, xf'-''-^^max{ 1 



si V est finie. 

De plus pour tout m ^ N on a : 



dT (— ) 



.H,{l,x) 
(2.4) 

■ Hv{l,x) 
(2.5) 



h{l,ai]\I\ <m)< Ah{P) + A{d ~ \)h{l : x) + (4n + 9)(Iog d + 1) m + /i(l -.x). 
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Démonstration. — Supposons sans restreindre la généralité que l'un des coeffi- 
cients de P vaut 1 et écrivons : 

P{y,T):= h^^" ^i' ■ ■ ■ '^t 

pour un certain sous-ensemble fini A de N"+^ formé des uplets de longueurs < d et 
certains nombres hj (j € A) de 

Pour une place donnée w de i^T et un entier m e N on estime dans ce qui suit, selon 
le cas V finie ou v infinie, le maximum entre 1 et les valeurs absolues w-adiques des 
ai (/e N, |/| < m). 

Premier cas (si v est infinie) D'après le lemme ITTl pour tout / G N", / 7^ et 

t := |/| on a : 



d'où : 



En écrivant : 



ai 



2t-\ 



(fÇfe)) 



I dT (— ) 



2f-l ■ 



pour un certain sous-ensemble fini J de N""*"^ et certains nombres Cj (j € J) dans 
if, on a : 



d'où 



^ — ' I —\v 

< L,(P,).max{l, . . . , ly^JJ'^-'^^ 

< {^Snd?L,{PfH„{l,xf'^-^^^\ 



(d'après le lemme l?!T)l 



Par suite : 

\ail = \PM)l- 



dT (— ) 



21-1 



< I 8nd^Ly{PyHy{l,xf'''^ ^\maxi 1 



< 8nd\d+lf^''+^^H,{PfH^{l,xP'^-^>.inaxil, 



dT (— ) 



car, comme d°totP < d, le polynôme P contient au plus ('*^!^]^^) < {d + 1 
monômes et L^P) < (d + l)"+iiï„(P). 



n+l 
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Par ailleurs, si / = on a : a/ = aq = i donc \ai\,^ = \t\^ < Hy{l,x). D'où, pour 
tout m G N : 



max(l, |a/|^; |/| < m) 

< I 8nd^(d+ l)2("+i)i/,„(P)2i/,(l,x)2('^-i).maxJ 1, 



, 2N 



Ce qui est la relation 112. 4|l du lemme. 

Deuxième cas (si v est finie) Soit, dans ce cas, Ay l'anneau des entiers f-adique 
de K : 

Ay^{aeK/\al<l}. 
Choisissons un nombre algébrique £v {P) G K tel que : 



1 



et 



=min. 





1 







; je A, 6,^0 



Ainsi choisi, tv{P) G et pour tout j G A : £y{P)bj G ce qui entraîne que le 
polynôme T) £v{P)P{^,T) appartient à Ay[Y_,T] et de plus : 

dn dP 



d'après les hypothèses du lemme [2751 

En appliquant le lemme l2?2l a,vec A remplacé par A^, on déduit l'existence et l'unicité 
d'une série 

U{X)eS-^Ay[Y,T] [[X]] 
(avec X_ := {Xi, . . . ^Xd) et S est la partie multiplicative de Ay [H, T] engendrée 
par (^^j) telle que : 

q{Y + X,T + U{X)) = q{Y,T), 

d'où, en simplifiant les deux membres de cette égalité par iv{P), on a aussi : 

p(r + X,T + U{X)) = P{Y, T). 

En spéciaHsant dans cette dernière égalité T en T{Y) (défini dans le lemme . 
on obtient : 

P{Y_ + X, T{Y) + UiX)) ^ 0. 

Et, comme la spécialisation : (A^, H) = (0, y) donne H+X — y et T(Y) + U(X)) — t, 
on déduit que : T{Y) + U(X_) = T{Y_ + YJ, d'où : 

U{X) = T{Y + 20- TiY) 

= D'T{Y).X' - T{Y), 

où D^T{Y_) désigne la dérivation divisée d'ordre / de T(F), i.e 

—' n dY^ 
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On a : 

Ui2Q = D^T{Y_).X!, 

mais, d'après le corollaire 12. 4L étant donné / E N", / 7^ 0, si l'on pose m :— \I\, on 
a : 



D^T{Y). 



dT 



2m- 1 



c'est-à-dire 



dP 
df 



.D'T{Y) e A [Y, T] 



Or, d'après le lemme WÂ\ ^ .D^T{Y) est un polynôme de degré total 

majorés par (2m — — 1). D'où, en spécialisant (F, T) en (y, t) ~ xE : 

et plus précisément a/ s'écrit sous la forme : 



ai 



où / est un polynôme de [F, T] de degré total majoré par (2m — l)(d — 1). Donc 



\fiy,t)\ 



ai 



I (P) QT (— ) 



< 



max{l, |t|^,|2/i|^,...,|y„|J 



(2m-l)((i-l) 



Comme, par définition de iviP), 

^-i^=max{l,|64, ,e a} =iï.(n 
alors pour tout / € N" \ {0}, on a : 

\ail<H4Pf'^-\H4l,xf^'^^'^''-'^. ' 



dT (— ) 



2|7|-1 



dT (— ) 



Maintenant, si / = 0, on a |a/|^ = < iî^(l,^) d'où, pour tout m e N : 



max(l,|a/|„;|/| < m) < I i/,(P)'iï„(l, ai)'^''-')max<^ 1 



dT (— ) 



.iï„(l,2;). 



Ce qui est la relation 112. 5|l du lemme. 

La partie restante du lemme s'obtient en reportant, pour toute place v de K, 
les estimations Ij2.4|l et (12.511 (déjà démontrées ci-dessus) dans la définition de la 
hauteur logarithmique de la famille {l,a/; |/| < m} (m G N). En effet, on obtient 
ainsi pour tout m G N : 



hil.,ai; \I\ < m) < 



2h{P) + 2{d - l)/i(l : x) + 2/1 1 



dT (s) 



log(8n) + 3 logd -H 2(n -h 1) log (d + 1) 



m -|- h(l : x). 
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Comme on montre facilement, en raisonnant place par place, qu'on a : 
hil : ^J—] ^h(\: ^(x) 

< h(P) + {d-l)h{l : x) + log(^d(^^+ " 

< h(P) + {d- l)h{l ■.x) + in + 2) loge;, 

alors pour tout m dans N : 

h{l,ai; \I\ < m) < 4/i(P) + 4(d - l)h{l : x)+log{8n) + (2n + 7)logd 

+ (2n + 2)log(d+ 1) m + hil-.x). 
Il ne reste qu'à remarquer que l'expression : 

log (8n) + (2n + 7) logrf + (2n + 2) log {d + 1) est majorée grossièrement par : 
{4n + 9)(logd + 1) pour avoir finalement pour tout m e N : 

h{l,ai; \I\ < m)< 4h{P) + 4{d - l)h{l : x) + (4n + 9)(log d + 1) m + h{l : x). 

Ce qui achève la démonstration. ■ 

3 APPLICATION AUX PARAMÉTRISATIONS DE 
VARIÉTÉS 

Soit G une variété algébrique définie sur un corps de nombres K, irréductible, 
plongée dans Pat {N G N*), de dimension g et e un point de G représenté dans 
Pat par un système de coordonnées projectives e = (eo : ei : . . . : cn). Soient 
aussi K[2£\ {2L ■= (Xq, . . . , Xn)) l'anneau des coordonnées de Pat, 25 l'idéal de 
définition de l'adhérence de Zariski G de G dans K[2Ç\ et A := K[2Ç]/<3 l'anneau 
des coordonnées de G. 

En faisant un changement de coordonnées convenable, nous pouvons nous ramener 
aux hypothèses suivantes : 

Hypothèses de normalisation 

1) eo = 1 et l'espace tangent TgG de G en e a pour équations : 

Xg+l = ■ ■ ■ = Xn = 0. 

2) Un point générique [uq : yi : . . . : un) àe G ^ Pat vérifie : 

degtrif i4:(yo, ...,%)= àegtïKK{y(i, . . . , î/at) = 5 + 1, 

c'est-à-dire que yo, . . . ,yg sont iC-algébriquement indépendants. 

L'hypothèse 2) entraîne (suivant la terminologie de 0) que G est incomplètement 
défini dans Pjv par des équations de la forme : 

P,iXo,...,Xg,X,)^0 ig + l<i<N) 

où, pour tout z e {g + 1, . . . , N}, Pi est un polynôme homogène (non identiquement 
nul) de K[Xo, . . . , Xg, Xi] et vérifie Pi(eo, . . . , eg, e^) = (puisque e g G). Nous 
supposons sans perte de généralité que pour tout i = g + 1, . . . , N , l'un au moins 
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des coefficients de Pi vaut 1. 

Par suite, la forme de l'espace tangent de G en e supposée en 1) entraîne qu'on a : 



— (eo,...,eg,ei) ^0 
Posons pour tout g + 1 < i < N : 



(pour g + 1 <i < N). 



Pi{Xi, . . . , Xg, Xi) :— Pi{l, Xi, . . . , Xg,Xi), 



alors on a aussi : 



— (ei,...,eg,ei) = ^(eo, . . . , e^, e^) ^0 



(pour g+l<i<N). 



Soit maintenant pour tout g+l<i<N,fi\a. fonction algébrique en Xi, . . . ,Xg 
définie implicitement au voisinage de (ei, . . . , e^) par : 

fi{ei, ...,eg) = Ci 

Pi{X,,...,Xg,MXl,...,Xg))=0 ■ 

Le théorème des fonctions implicites implique l'existence et l'unicité des fonctions fi 
{g+l < i < N) grâce au fait qu'on a pour tout i G {g+^, • • • , N} : Pi{ei, . . . , e^, e») = 
et ^^(ei, . . . , eg, Ci) ^ 0. Ce théorème montre de plus que ces fonctions fi 
((/ + 1 < i < N) sont dcveloppables en séries de Taylor au voisinage de (ei, . . . , Cg). 
Notons ces développements : 

/i(Xi,...,X,)= ^ {g + l<i<N) 

avec T = (Ti, . . . ,Tg) := {Xi - ei, . . . ,Xg - Sg). 

En désignant par ( vi, . . . , Vg) la base canonique de C^, considérons de même les 
variables X\,...,Xg comme des polynômes (donc des séries) en T, en écrivant pour 
tout i = 1, . . . ,g : 



avec 



Posons finalement 



a 



(0) 



ei si / = 

1 si 7 = Vj 

sinon 

fl si 1 = 

1 sinon 



On a ainsi une paramétrisation de G au voisinage de e, utiHsant comme paramètres 
Ti, . . . ,Tg et donnée par le monomorphisme de paramétrisation de A = K[X]/(S 
dans -fi'[[Z!]] suivant : 



tel que : 

pour i = l,...,g: 



'PiXo) = 1, 



ifiXi) =Xi = ei + Ti= afT! 
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et pour i = g + l, . . . , N : 



Donc, pour tout i = 0, . . . , N : 



/6NS 



Pour une place donnée v de l'estimation des valeurs absolues w-adiques des 
nombres af^ (/ G W,i = 0, . . . , A*") est donnée par le lemme suivant qui n'est 
qu'une conséquence immédiate du lemme [2751 

Lemme 3.1 Pour tout I G W , tout i G {0, . . . , N} et toute place v de K on a : 



max ( 1 , 



0>?'L) 



< 



V 



JV 



8gd{Gf{d{G) + 1)2(9+1). J] H,{P^) .H,{e) 



2(d(G)-l) 



N 



X max < 1 , 

J=9+l 




(3.1) 



et 




(i) 






.) 



JV 



.2(d{G)-l) 



N 



X JJ^ max< 1, 



dPj , -, 
dXj v^l' ■ ■ ■ I ^ff' J 




(3.2) 



iï,(e) 



s« V est finie. 

Démonstration. — Etant donné une place w de if et / G N^, pour î = 0, . . . , g, les 
estimations du lemme lÏÏlTl sont triviales et pour i = g + 1, . . . , N , ces dernières résul- 
tent de l'application du lemme lTÏÏl nour P = Pi, n = g, {Yi, . . . , y„) = {Xi, . . . , Xg), 
T = Xi et X = (ei, . . . , eg, Ci). Il sufRt juste de remarquer que l'entier d du lemme 
12.51 vaut dans cette application : 

d := d\otn < d\otP, < d{G), 

que Hy{Pi) = Hi,{Pi) < Y\^^g+i H^iPj) et que Hy{l,ei, . . . ,eg,ei) < Hv{e). Le 
lemme lÏÏTTl s 'ensuit . ■ 



4 UN LEMME DE ZÉROS DANS LES GROUPES 
ALGÉBRIQUES COMMUTATIFS SOUS UNE 
PARAMÉTRISATION NON EXPLICITE 

Soit G un groupe algébrique commutatif de dimension g {g > 1), défini sur 
un corps de nombres K et plongé dans un espace projectif Pat {N > 1). Soient 
aussi e l'élément neutre de G représenté dans Pat par un système de coordonnées 
projectives e = (eo : ei : ... : bn) et x un point fixé de G. Désignons par K[X] 
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{X_ — (Xo, . . . ,Xm)) l'anneau des coordonnées de Pat, par © l'idéal de définition 
de l'adhérence de Zariski G de G dans K[X\ et par A l'anneau des coordonnées de 
G : 

A K\X\I^. 

4.1 Hypothèses sur la paramétrisation du groupe G et esti- 
mations de base : 

Nous supposons qu'il existe un entier strictement positif p, des entiers stricte- 
ment positifs ni, ... , rip, gi, . . . , jp, (5i, . . . , (5p, un réel strictement positif s, des sys- 
tèmes de coordonnées projectives Çj^, . . . , ne dépendants que de e et appartenant 
aux espaces projectifs P„i (X), . . . ,fn^(K) respectivement, des fonctions additives 
ti , . . . , tp de dans satisfaisant pour tout / G : 

ti(/) + ... + tp(/) = |/| 

et un système T = (Ti, . . . , Tg) de variables paramétrisant G au voisinage de l'orig- 
ine e, dont la paramétrisation induit un monomorphisme : 

tel que pour tout i = 0, . . . , iV, l'image ^^{Xi) de la coordonnée Xi de A s'exprime 
comme une série en T à coefficients dans K : 



/6N9 

avec les af^ (/ G N^, i = 0, . . . , N) satisfaisant pour tout / G , tout i = 0,...,N 
et toute place v de K : 

< sl'''+-+3-'-E{'}J^ . . . Elf^H,{e^t . . . H,{eJ\ (4.1) 



ou 

{1 si u est finie 
s si u est infinie 

et les Ei^^ > 1 {£. — 1, . . . ,p) sont des expressions suppérieures ou égales à 1 ne 
dépendants que de n^, G et e^. 
Posons pour tout £ = 1, . . . ,p : 

Ei:= n 

vGMk 

Etant donné fc G N* et (mi, . . . , mp) G W, en utilisant 114. l|l . on estime dans 
la proposition qui suit les hauteurs locales ainsi que la hauteur de Gauss-Weil de 
la famille de nombres de K constituée des produits a) .. .a) ' pour < zi < 
iV, . . . , < ifc < iV et ti(/i + • • • + /fc) < mi, . . . , tp{h +'••• + h) < mp. 

Proposition 4.1 Sous toutes les hypothèses précédentes, on a pour tout k G N* , 
tout (mi, . . . , rup) G N*^ et toute place v de K : 



H 



,(4''^..4i'^ 0<n<N,...,0<ik<N, 

+ • • ■ + /fc) < Toi, . . . , tpih + • • • + /fc) < TOp) 



19 



Par conséquent, pour tout A: G N* et tout (mi, . . . , nip) G N*^ , on a : 
h[a^^^^ • ■ • fl/if ^ < il < TV, . . . ,0 < ^fe < TV, 

+ • • • + 4) < mi, . . . , tp{h + • ■ ■ + 4) < mp) 

p p 
< {Ee).mi + k^Seme^) + gilogs) . 



Démonstration. — Soient k G N* et (mi,...,mp) G N*^. Pour tous < n < 
N,. . . ,0 < ik < N, tous h, ...,Ik dansNf tels que ti (/i H h/fe) < mi, . . . ,^p(/l^- 
• • • + /t) < nip et toute place v de iiT, on a d'après les relations H4.1II et en tenant 
compte de l'additivité des fonctions te {1 < £ < p) : 

1^;'^ . . . 4'-' < s^(9i^i+-+9p^p)£;*iyi+-+^'=). . . £:*^yi+-+^^')//„(ei)'='^ . . . hm"'" 

Ce qui entraîne l'estimation de la proposition 14.11 pour toute hauteur locale v- 

adique de la famille {a^''^ . . . «/^'^ < h < N, . . . ,Q < ik < ti{h + h 4) < 

Toi, . . . ,tp{Ii + • • • + Ik) < nip}. On n'a qu'à reporter les estimations locales dans 
la définition de la hauteur de Gauss-Weil pour conclure. ■ 



Corollaire 4.2 Pour toutie N^+^, on 



a 



OÙ les C{i,T) (/ e N^) sont des nombres de K satisfaisant pour tout k e N*, tout 
(toi, . . . , rup) G et toute place v de K : 

H,{C{i,I)-\i\^k,ti{I) <mi,...,tp{I) <mp) 
si V est infinie et : 

Hv{C{h /); lil = /c, < TOI, . . . , tp{I) < TUp) 

<El-^...E^^^H,{e,f- ...Hy[epf'^ 

si V est finie. 

Par conséquent, pour tout A; G N* et tout (mi, . . . , rUp) G , on a : 

h{C{i, /); lil = fc, < TOI, . . . , tp{I) < nip) 

p / p \ 

< J2 (log i^e) + log 2) me + fc <? log 2 + ^ Se{h{ei.) + ge log s) . 
t=i \ 1=1 J 

Démonstration. — Pour tout i = (zq, • ■ • ,îjv) G N^+^, on a : 



c'est-à-dire 



/SNS \Io,l+■■■+Io,^o+■■■ + IN,l + ■■■ + IN,irJ=I 
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Les C(i, I) {i e N^+^, / e W) sont alors les nombres de K définis par les relations : 
Cil. I) - E • • • «ï. • • • • • • a e / e N^). 

Io,l + ■■■ + Io.io+■■■ + IN.l+■■■+IN.^t^=I 

(4.2) 

Pour tout fc g N*, tout (mi, . . . , mp) G et toute place u de K , de Ij4.2ll découle 
immédiatement les estimations : 

H,{C{i,I);\i_\^k,h{I) <mi,...,tp{I) <mp) 

< ff„(4;^^ . . .4^-^ < ZI < iv, . . . ,0 < < iv, 

+ • • • + /fe) < Toi, . . . ,tp(/i + • ■ • + /fc) < TOp) 

si V est finie, 

iï„(C(i,/); lil =fc,ii(/) <TOi,...,ip(/) <TOp) 

< R.Hy (47^ ■ • ■ < il < A^, . . . , < ù- < A^, 

+ • • • + /fe) < Toi, ... , tp(/i + • • • + /fe) < TOp) 

si V est infinie, avec : 

R := max card {(/i, . . . , 4) G (N^ ) V^i + ■ • • + 4 = /} ■ 

De plus, 

\i\ = k,ti{I) < Toi, . . . ,ip(/) < rrip) 
</^(4;^^..4^^ 0<îi <7V,...,0<ifc<iV, 

tl(/l +---+/fc) <TOl,...,tp(/l + --- + 4) <TOp) +logiî 

(pour le même R). 

le corollaire 14.21 suit alors de l'application de la proposition ^j] et de la majoration 
de R par : 

ti{I)<mi....,tp (/)<mp 

< max 2^i+'=-i...2^«+'=-i 
/=(ii,...,ig)eN'' 

< max 2l^l+9('=-i) 

/6N9,ti(/)<T?Xi,...,tp(/)<r?Xp 

< 2'"i+-+"p+9(fc-i) (car |/| = ti(/) + • • • + tp(/)). 
La démonstration est achevée. ■ 



4.2 Opérateurs : 

Fixons pour tout point y de G une famille Ay = (Ay.o, . . . , Ay jv) de formes 
de fc[X, y] (avec X :— {Xq, . . . , Xn) et Y_ (Yô, • • ■ , Yj\j)) représentant l'addition 
dans G ^ Fn au voisinage de {e} x {y}. 
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Pour toute forme P de A, tout point y de G et tout g-uplet / dans N^, on pose 
ALP le coefficient dans A du monôme T' de la série {^fi (S) ïd){P{Ay)) de 
qu'on obtient en prenant la forme PiA^) de if [^,11], définie naturellement par : 

P{Ay)iX,Y) := P(Ay,o iX,Y) , ■ • • , ^y,iv {X,Y)) , 

et en lui appliquant (p (g) id, qui revient simplement à substituer dans P{Ay) aux 
variables Xq, . . . ,Xi^ leurs images par Lp. La série (ip ® id)(P(Ay)) s'écrit : 

{v®-^à){P{Ay)){Y)= J2 {^yP)iY).t. 

I&VJ 

On utilise la notion de dessous d'escalier définie dans [H], page 1071 et pour un 
dessous d'escalier fini W de N^, on désigne par ti{W) {i = 1, . . . ,p) les quantités 
positives : 

U{W) := ma.^U{I) (i 1, . . . 

Pour toute sous- variété y de G et tout dessous d'escalier fini W de N^, on note 
aussi par mw{V) la quantité de définie à la page 1072. 

N.B. — Bien que les formes AyP (/ G N^) dépendent du choix de Ay, un sous- 
ensemble algébrique de G défini par une famille de formes AyP, pour / décrivant 
un certain dessous d'escalier VF de N^, est indépendant de ce choix. Ceci justifie les 
définitions suivantes : 

Définitions 4.3 

1) On dit qu'une forme P de A s'annule en un point y de G avec une multiplicité 

définie par un dessous d'escalier W de W , si pour tout I Çi W on a : 

(A^P) [y) = 0, 

avec y un système de coordonnées projectives représentant y G P^v- 

2) On dit qu'une forme P de A s'annule sur un sous-ensemble algébrique E de G 

avec une multiplicité définie par un dessous d'escalier W deW-', si P s'annule 
en tout point y de E avec la multiplicité définie par W {en se référant àl)). 

On a le lemme suivant : 

Lemme 4.4 Soient P une forme de A et V une sous-variété de G de dimension 
>1. On a : 

1) Si P s'annule sur presque^ toute V , alors P s'annule sur V . 

2) Si P s'annule sur presque toute V avec une multiplicité définie par un dessous 

d'escalier W de W , alors P s'annule sur V avec la multiplicité définie par 
W. 

Démonstration. — Démontrons 1) : supposons que P s'annule sur presque toute 
V et soit X le sous-ensemble de V constitué de tous les points d'exception. En 
appelant H l'hypersurface de G définie par P, on a donc : 

V dHUX. 

Comme H il X est lui aussi un sous-ensemble algébrique de G et F est irréductible 
(car c'est une sous- variété) alors V doit être contenue dans l'une au moins des com- 
posantes irréductibles de HUX ; or chacune de ces dernières est soit une composante 
irréductible de H, soit une composante de dimension < X. Mais, V ne peut pas 
être contenue dans une composante irréductible de dimension < dim{X). Donc, V 

^Le mot presque veut dire ici : "à l'exception d'un nombre fini de diviseurs". 
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est forcément contenue dans une composante irréductible de H ; par conséquent 
V <Z c'est-à-dire que P s'annule sur V . Ceci démontre 1). 

Démontrons 2) : Supposons que P s'annule sur presque toute V avec une multiplic- 
ité définie par un dessous d'escalier fini W de et soit Y le sous-ensemble de V 
constitué de tous les points d'exceptions. 

Soient y un point quelconque de V représenté dans Vn par y et / un g-uplet quel- 
conque de W. On peut trouver fie un voisinage ouvert de Zariski dans G du point 
e et riy un voisinage ouvert de Zariski dans G du point y de faccon à ce que la 
représentation de l'addition dans G au voisinage de {e} x {y} par la famille de 
formes soit valable sur tout le produit ilg x Ainsi, d'après la note de la 
page I22L l'hypothèse de 2) entraîne que la forme AyP s'annule en tout point de 
{y n Q,y) \ Y , donc s'annule sur presque toute V (puisque la différence ensembliste 
entre V et (V^ n Q,y) \ Y est contenue dans un diviseur) ; d'où, d'après 1) (déjà dé- 
montré), AyP doit s'annuler sur V toute entière et en particuHer elle doit s'annuler 
en y, c'est-à-dire qu'on a : {AyP){y) — 0. Comme ceci est vrai pour tout y £V et 
tout / e W, cela revient à dire (par définition même) que P s'annule sur V avec la 
multiplicité définie par W. Ce qui établit 2) et achève cette démonstration. ■ 

Pour tous P, Q dans A, tout point y de G et tout / dans W, on vérifie immédi- 
atement les identités suivantes : 

A^(P + Q) = A^P + A^Q 

A^(pg)- J2 K"P-K"Q- ^^"^^ 

Il+l2=I 

Une autre propriété intéressante de ces opérateurs Ay (y £ G,I G N^), qui suit 
principalement de l'associativité de la loi d'addition dans G, est donnée par le 
lemme suivant : 

Lemme 4.5 Pour toute forme P de A, tout point y de G et tous I, J dans W ; 
la forme Ay(AyP) appartient à l'idéal engendré par la famille de formes AyP; 
L < I + J (où L < I + J veut dire ici que chaque composante de L est inférieure 
ou égale à la composante correspendante de I + J). 

Définition 4.6 Plus généralement, pour tout dessous d'escalier W de N^, tout 
point y de G et tout idéal homogène 3 de A, on définit comme l'idéal ho- 

mogène de A engendré par la famille de formes : 

A^P; I eW,Pe3. 

On vérifie aisément, en utilisant les relations 114. que si 3 est engendré par des 
formes Pi, . . . ,Ps de A, alors A^3 est engendré par les familles de formes : AyPi 
(/e P^),...,A^P, (leW). 

Afin d'alléger l'écriture, on note A — (Aq, . . . , An) pour A^, pour / G et 
P £ A, on note A^P pour A^P et pour un dessous d'escalier W de et un idéal 
3 de A, on note A^3 pour A^3. On fixe aussi Oe et Ox deux voisinages ouverts 
de Zariski dans G des points e et x respectivement, tels que la représentation de 
l'addition dans G au voisinage de {e} x {x} soit valable sur tout le produit Ce x Ox- 
Notons finalement (c, c') (c, c' des entiers > 1) le bidegré des formes ^o, ■ • ■ , An de 
K[2^,Y] constituant la famille A. 

Etant donné P une forme de K[X] de degré S {S eN), les A^P (/ e W) sont - 
par définition- les coefficients de la série (<y3<8iid)(P(A))(F) de et sont donc 

des formes de K[Y\ de degré c'ô, puisque P{A) est une forme de K[X^,Y\ de bidegré 
{cô,c'ô). Pour tout (toi, . . . ,mp) e W^, on estime dans la proposition qui suit la 
hauteur de Gauss-Weil de la famille de formes A^P, ti{I) < toi, . . . ,tp{I) < rup 
en fonction de <5 = d°P, h{P), c, c', h{A), N, g ~ dimG, d{G), h{G), e, gi,. . . ,gp, 
ôi,. . . ,ôp, El, . . . , Ep, Toi, . . . ,TOp et s. 
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Proposition 4.7 Pour toute forme P G K[X\ de degré (5 ((5 G N) et tout {mi, . . . , nip 
G N*P, on a : 

h{A^P; tiil) <mi,...,tp{I) <mp) < 

p / p \ _ _ 

(log (Ee) + log 2) m, + côig log 2 + ^ '5,(/î(e,) + ge log s) + + ôh{A) 

i=i V ^=1 / 

+ (5(2c + c' + l)log(Ar + l). 

Démonstration. — PiA) est une forme de K[2^,Y] de bidegré {cô, c'ô) et de hau- 
teur de Gauss-Weil facilement estimée en raisonnant place par place (et en utilisant 
les longueurs pour les places infinies et les hauteurs pour les places finies) par : 



En écrivant : 

\i\—cS, I j I —c'6 

et : 

^{2£r) = J2 ^(i' ^)^^ (pour 1 e N^+^) 

(comme dans le corollaire ^21, on a : 



id)(P(^)) ■.^P{A)MX),Y) 

= E Pi 

\i\—c5, jj I —c' 6 



E pfei)! Ec(^'^)2^'V- 



= El E pii^mhi)x^- 

I&io\\i\=cS,\j_\=c'5 j 



(en permutant les signes de sommations). D'où, par définition même des A^P (/ G 
W), pour tout / G : 

^'P{Y)^ J2 p{hl)C{hI)Yi- 

\i\=c^,\i\=c'S 

= E ( E pi^m^mx.^^ 

\3_\=c' s\\i\=c& j 

et par suite, pour tout (rrii, . . . , m^) G N*** : 
h[A^P- tiil) < mi,...,tp{I) < rup) 

= hi P(hl)Cihl)' \i\^c6,ti{I) <mi,...,tp{I) <mp 

\\i\=cS 

< h{p{Lj); lil = C(5, |j| c'5) + h{C{i,I); \i\ = C(5,ti(/) < mi, . . . ,ip(/) < rUp) 



log 



cS 



(4.5) 



24 



N + S\/N + c\^/N + c'^*^^ 



(grâce à un calcul standard sur les hauteurs). Or 

h{p{hj_); \i\^c6,\j_\^c'ô) ^h{P{A)) 

< h{P) + 5h{A) + log(^(^^^ ^ j J (d'après 63), 

(4.6) 

et : 

h{C{hI); lil = c5,ti{I) < Toi, . . . ,tp(/) < TOp) 

p / p \ 

< ^ (log (Ei) + log 2) TOf + c(5 g log 2 + ^ Si{h{ei) + ge log s) 

£=1 \ £=1 I 

(4.7) 

(d'après le corollaire 14.211 . 

La nronosition 14. 71 en résulte en reportant Il4.fi|l et H4.7II dans H4.5II et en majorant 
le produit de binômes CttffftiCt'')' Pa' ■ 

< (TV + l)'5(2c+c' + l)_ 

La démonstration est achevée. ■ 



4.3 Multipicités, degrés et hauteurs : 

Rappelons que, lorsque A est un anneau noetherien, 3 un idéal de A contenu 
dans le radical de A et M un A-module de type fini, de dimension d (d G N) et tel 
que M/3 M soit de longueur finie, la multiplicité (de Samuel) de M relativement à 
3, notée e:i{M), est définie par la formule de Samuel : 



63 (M) := dl lim 



long^(M/3"M) 



En particulier, lorsque A est local, régulier, d'idéal maximal Tî et 3 est 9Jl-primaire 
(donc 3 est une puissance de 971; J = TV pour un certain entier r > 1), ej{A) est 
simplement la multiplicité de A relativement à 3 (c'est-à-dire e^{A) — r). Pour les 
propriétés de la multiplicité de Samuel, on se réfère à chapitre 8, §7.1. 

Soient maintenant G ^ Pat le groupe algébrique commutatif, irréductible, du 
§4 et 25 l'idéal premier homogène de définition de l'adhérence de Zariski G de G, 
dans K[X] {X_ := (Xq, . . . ,Xjv)). Appelons A l'anneau : 

A ■■= K[2Q/& 



et 

s: K[2L] A 
la surjection canonique de K[2Ç\ sur A. 

Pour tout idéal de A, s induit un isomorphisme d'anneaux entre K[X]/ s^^(0.) 
et A/Ù. De plus, ces anneaux sont isomorphes aussi en tant qu'anneaux gradués et, 
pour un (5 € N donné, les deux if-espaces vectoriels de dimensions finies (K[X]/ s~^(£l))g 
et {A/£l)g (formés des éléments homogènes de degrés 6 de K[2(]/s^^{£l) et de A/Q. 
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respectivement) sont isomorphes et ont donc la même dimension. On a ainsi par 
définition même du degré d'un idéal : 

= ,lim(dim(j^[X]/.-\û)))! 
= deg^[2f](s~i(0)) , 



i.e : 



deg^(Û) =deg^[^(s \ù)) . 

En d'autres termes, cela veut dire que le degré est conservé lors du passage d'un 
idéal £3 de y4 à l'idéal s^^(Û) de Pour avoir une propriété analogue pour les 

hauteurs, remarquons que pour tout idéal premier de A l'idéal s^^(Û) de K[2Ç\ est 
aussi premier et posons par définition : 

h{£l) := his-\Ù)), 

où h{s^^{£l)) désigne la hauteur unitaire d'une forme de Chow de s~^(0) dans 
iir[X]. La hauteur est ainsi conservée lors du passage d'un idéal premier Û de A 
à l'idéal premier s~^(Û) de Par conséquent, elle est aussi conservée lors du 

passage d'un idéal quelconque Û de ^ à l'idéal correspondant s~^(Û) de K[X]. 

Le lemme suivant rappelle le lemme 5 de et donne un résultat analogue pour 
la hauteur. 

Lemme 4.8 Soit 3 un idéal de A engendré par des formes de degrés < ô (S N) 
et hauteurs <rj (rj > Q) et soit d := rangj, alors on a : 

^eaA-p(A<p).deg(??)<deg(©).<5'^ 

^GAssCT, minimal 
rang^— (i 

et 

^ea^^,(Aq3) .hm < h{e).S^ + 5(7? + 3 log(deg(e5).^9 + 1)) deg{(Ô).ô''-\ 

^EAss3, minimal 
rang^— d 

Démonstration. — Soit 3 un idéal de A engendré par des formes de degrés < S 
((5 G N*) et de hauteurs < rj (77 > 0). En suivant (début de la démonstration du 
lemme 5 de cette référence), on construit des formes Pi, . . . , de 3, de degrés < S, 
de hauteurs < ry + 2d\og6 et telles que dim(A(p/Pij4<p + • • • + PdA<p) = 0. D'où, 
d'après |ï] (chapitre 8, §7.5, théorème l.b) : 

63 (Aqj) < ejAç (A<p/Pi^<p + ■ ■ • + PdA^) 

< longA^(^îp/ (AA^p + • • • + PdA^)) . 

En appelant J l'idéal de A engendré par les d formes Pi, . . . , Pd, on a donc : 

63^,3 (A'p) < long^^(Aîp/aAîp) 

pour tout *P G Ass3 minimal de rang d. Ce qui donne, en sommant sur tous ces 
idéaux les inégalités : 

J2 e^A^Mv) -àegm < ^long^,^(A<p/aA<p).deg('P) (4.8) 

^PGAssJ, minimal ^GAssIï, minimal 

rang^— rang^— d 
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et 

Y,e:sAMv)-hm < ^long^^(A^/aAç).M^P)- (4-9) 

^GAssJ, minimal ^ÇAss^f, minimal 

rang^— cZ rang^— tZ 

Or, pour *P G AssO^ minimal de rang d, on montre ci-dessous que l'idéal de A'^ 
est primaire : 

où Û*-^' désigne l'unique composante primaire de Z associée à ^. En effet, en con- 
sidérant une décomposition primaire normale Hig/Ûi = Z pour 3, on obtient pour 
l'idéal (ÇAtp de Atp la décomposition primaire normale : 

aAvp = Pi Q,A^ 

(car si ^ *P alors Ûi^çp = ^îp ne compte pas dans l'intersection). 
Comme, par construction même des formes Pi, . . . ,Pd, l'idéal ZArp de A<^ est une in- 
tersection complète, donc pure de rang d (d'après le théorème de Cohen-Macauley) , 
toute composante primaire Aqj (i G I,£li C ^) de JAqj doit être d'idéal premier 
associé de rang d, c'est-à-dire que pour tout i € / tel que Ùi C ^ : 



rangv ÛjAqs = d. 

Il s'ensuit que pour tout i G I tel que Ùi C ^P, les deux idéaux premiers -^/Sï^tp et 
*P^(p de Aq3 sont de même rang (égal à d) et de plus le premier est inclus dans le 
second, donc forcément ^/SlAqs = ^pAtp, par suite ^/ÙÎ = ^. On vient de montrer 
que toute composante primaire de Z contenue dans ?P est d'idéal premier associé 
*p. Comme la décomposition primaire choisie est normale, il ne peut exister qu'une 
unique composante primaire de Z contenue dans *P et, en la notant Q^^^ on a : 
qui démontre notre assertion. 
On a ainsi pour tout ^ S AssDf, minimal de rang d : 

\ongA^{A<^/ZA<^)dcgm = long^^,(A<p/û(^)^<p) deg(^) = deg(0('P)) 

et 

long^^(Aq3/3A<p) hm - long^^(Aq^/0(*)v4q3) hm = h^Ù^'V^) . 
Puis en reportant ces dernières égalités dans H4.8|l et 114.911 : 

Y, e,A.Mv) -àegm < 5]deg(0(^)) (4.10) 

^ÇiAssd, minimal ^pçAssIÏ, minimal 

rang^— cZ rang^P— cZ 



et 



^ë^AssDf, minimal ^t^AssJ, minimal 

rang^— rang^— 

Soit maintenant O un ouvert de Zariski de K[2Ç\ contenant tous les s~^{^) pour 
*P G AssCJ, minimal de rang d. Comme © est O-parfait^ (car pour tout ^ G Ass3, 

^La définition d'un idéal O-parfait est rappelée dans [2]3 page 358. 
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minimal de rang d, A<^ est semi- régulier), on déduit du théorème 6 de 7|3 (qu'on 
applique avec Rm remplacé par K[2Q, l'idéal homogène / de Rm remplacé par 6 et 
l'idéal J = {I,pi, . . . ,pi) de cette référence remplacé par s~^(3) = (©, -Pi, ■ • ■ , Pd)) '■ 



( \ 

deg(û(^)) 

^ÇAss3, minimal 
\ iangîp=d / 



s-i('P)60 

<do (Z(s-i(a));<5) 

< do (^((S);i5) = deg(6).(5f 



et 
/ 



< 



63 



s-i(îP)6C 



^GAssD, minimal 
y rang^— d 

</îo {Z{s-\Z));S) 

< ho {Z{0);5) + g (r; + 2dlog5 + log (do {Z{e);5) + 1)) do {Z{(5);S) 

< h{iÔ)ô3+^ +9{v + 2dlogô + log (deg((S)(59 + 1)) dcg(©)(5f 

< h{0)ôs+'^ +9{v + 3 log (deg((5)(5s + 1)) deg((5)(5s. 



D'où 



J2 deg(û(^)) < deg(6)J'^ 



^GAss3, minimal 
langÇP— d 



et 



^ < /i(©)(5'^ + 5(77 + 31og(deg(0)(5^' + l))deg(0)(5'*-^ 

^ÇAssDf, minimal 
rang^— d 

Il ne reste qu'à reporter ces deux dernières inégalités dans II4.1()|I et Ij4.11ll pour 
aboutir au lemmelHHl La démonstration est achevée. ■ 



4.4 Énoncé du lemme de zéros : 

À partir de ce paragraphe, on utilisera la notion de la « multipHcité d'une sous- 
variété y de G relativement à un dessous d'escalier W de » définie dans page 
1072. Cette multiplicité est notée mwiV). On démontre le théorème suivant : 

Théorème 4.9 Soit G un groupe algébrique commutatif de dimension g (g > 1), 
défini sur un corps de nombres K, plongé dans un espace projectif Vj\j{N > 1) et 
d'élément neutre e représenté dans P^v par un système de coordonnées projectives 
e = (eo : . . . : bat). On désigne par K[2Q{2L = (Xq, . . . ,Xn)) l'anneau de coordon- 
nées de Pat, par & l'idéal de définition de l'adhérence de Zariski G de G dans K[X] 
et par A := A'[X]/0 l'anneau de coordonnées de G. Soient aussi x un point fixé 
de G, A une famille de formes de K[2(^,Y]{X_ := {Xq, . . . ,Xn),Y_ := (Yq, . . . ,Yn)) 
représentant l'addition dans G > P^f au voisinage de {e} x {x} et (c, c') G N*^ le 
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hidegré des formes constituant A. Soient enfin Wq, . . . , Wg des dessous d'escaliers 
finis de W et P une forme de A non identiquement nulle de degré 5 [5 ÇiW). Sous 
les hypothèses du §AA pour G, si P s'annule en x avec une multiplicité définie par 
le dessous d'escalier Wq + ■ ■ • + Wg, alors il existe l < r < g et une sous-variété V 
de G de dimension d < g ~r, contenant x, incomplètement définie'^ dans G par des 
équations de degrés c'S et satisfaisant : 

mwAy)àegV < degG.{c'Sy^'^ 
et 



mwAy)KV) < h{G){c'ôy-'^ + g 



j](log iEe) + log2)ti(Wo 



e=i 




+ c5 ^ 6e{h{ef^) + gi log s) + 5 log 2 
-(5(2c + 2c' + l)(log AT + 1) + 31og((degG).(c'<5)f + 1) 



De plus, P s'annule sur V avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier 

Wo + --'- + Wr. 

Démonstration. — On considère la suite croissante d'idéaux homogènes de A : 

A^«(P) = Jl C ^2 C • • • C 3g + l C OTx 

définis par : 

3, A^"+-+^'-' (P) (pour 1 < i < .g + 1) 

et dJlx l'idéal de définition dans A de la sous-variété de G réduite au point x. 
Notons que les inclusions d'idéaux 3i C ^2 C • • • C résultent des inclusions de 
dessous d'escaliers Wq C Wq + W\ C • • • C + • • • + Wg qui ont lieu puisqu'un 
dessous d'escalier non vide de contient l'origine de N^. Par ailleurs l'inclusion 
CTg+i C ÎDîx exprime simplement l'hypothèse : "P s'annule en x avec une multiplicité 
définie par le dessous d'escalier Wq + • • • + Wg\ 

Pour tout î = l,...,5 + l, appelons Ei le sous-ensemble algébrique de G défini par 
l'idéal 3i de A. On a alors : 

G 2 3 D • • • 3 £^3+1 3 {x}. 

On peut choisir, pour tout i — \, . . . ,g + \, une composante irréductible isolée Vi 
de Ei de faccon à avoir : 

G 2 V^i 15 F2 D • • • D Fg+i D {x}. 

En effet, on procède par récurrence : on commence par choisir Vg+i une composante 
irréductible isolée quelconque de contenant le point x (ce qui est possible 

puisque x G i?g+i), puis en supposant que ViJ^\ est construite (pour un certain 
1 < î < 5), il suffit de prendre pour Vi une composante irréductible isolée de Ei 
contenant (ce qui est possible puisque y^+i C C Ei) et on obtient ainsi 

des sous- variétés V\^. . . , Vg+\ de G, emboîtées comme ci-dessus. 
Posons maintenant pour tout î = 1,...,(7-|-1 : 

di := dimK, 



*selon la terminologie de 
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on a alors : 

g> di>d2> ■■■ > dg+i > 0. 

Cette dernière chaine d'inégalités entraîne l'existence d'au moins un entier 1 < r < g 
pour lequel on a = dr+i. De plus, en prenant r le plus petit possible ayant cette 
propriété, c'est-à-dire : 

g > di > d2 > ■ ■ ■ > dr — dr+i, 

on a 

dr = dr+1 < g — r. 

Les deux sous-variétés algébriques Vr et Vr+i de G ont donc la même dimension 
d :~ dr ~ dr+i < g — r et comme Vr D Vr+i, alors forcément Vr = Vr+i. En posant : 

V:=Vr^ Vr+l, 

V est bien une sous- variété algébrique de G, de dimension d< g — r, contenant x et 
incomplètement définie dans G par les idéaux 3r et 3r+i qui sont engendrés par des 
formes de degrés c'ô (puisque degA^P = c'6 pour tout / £ W). Montrons que P 
s'annule sur V avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier Wq -|- • • • -f Wr : 
D'après la définition même de l'idéal 3r+i, pour tout / G Wq -!-••• + Wr, la forme 
A^P := A^i-* s'annule sur Er+i donc s'annule -a fortiori- sur Vr+i ~ V ; d'où (en se 
reportant aux définitions 14. 3|l P s'annule en tout point de Vrifix avec la multiplicité 
définie par le dessous d'escalier Wq + • • • + Wr, par suite P s'annule sur presque 
toute V avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier Wq -|- • • • -|- Wr (car 
V\Vni}x est contenu dans un fermé de V). Si on a dimF > 1, le lemme lTH nous 
permet de conclure que P s'annule sur V toute entière avec la multiplicité définie 
par le dessous d'escalier Wq -|- • • • -I- Wr ; sinon dim V = 0, c'est-à-dire V — {x} et 
dans ce cas -par hypothèse même- P s'annule sur V avec la multiplicité définie par 
le dessous d'escalier Wq -|- • • • -|- Wg D Wq -|- • • • -|- Wr, donc s'annule -en tout cas- 
sur V avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier Wq -|- • • • -|- Wr - Montrons 
finalement que V satisfait bien les deux inégalités du théorème 14.91 : 
Soit pour cela *P £ Ass3r H AssU^+i le premier définissant V dans A. D'après le 
lemme on a : 

A'^^Jr C Jr+1 C ^, 

par conséquent, en appliquant le lemme 7 de [H| : 

ea.A,p(A<p) > mvi/„(F). (4.12) 

L'idéal 3r de A est engendré par les formes A^ P (/ £ Wq -|- • • • -|- Wr-i) qui sont 
toutes de degré c'ô et de hauteurs de Gauss-Weil majorées (grâce à la proposition 
par : 

p / p \ 

^(log (Ee) + log 2) tSV„ + ■■■ + Wr-i)+côi J2^e{h{e,) + g, log s) + g log 2 
e.=i V=i / 

+h{P) + Sh{A) + S{2c + c' + 1) log (A^ + 1), 
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puis de hauteurs unitaires majorées (grâce à la relation de comparaison lll.7|l entre 
hauteurs de Gauss-Weil et hauteurs unitaires) par : 



h {A'P) < h (A^P) + \ log {^''^ ^) + ^''^ E ^ 



< h (A^P) + ic'(5 log (A^ + 1) + ^c'(5(log N + 1) 

p 

< Y, (log (Ee) + log 2) i,(W'o + • • • + Wr-i) 
1=1 

+ cô{^5i{h{ei) + g^logs) + g\og^ +h{P)+5h{A) 
+ 5{2c + 2c' + \){\ogN + 1) 

(pour tout / e Wo H \- Wr-i). 

Les inégalités du théorème l4.9l découlent de H4.12|l et de l'application du lemme ll^ 
à l'idéal 3r- En effet, on a : 

TOw^(y)degy < e3,,A^(A<p)deg<ï? (d'après 
<p'GAss3r, minimal 

rangq5'=g-ci 

< degG.{c'ô)^-'^ (d'après le lemmelTst 

et de même 

mwAV)h{V) < e:,^A^{A<p)hm 

«p'eAssar, minimal 

rang^ =g — d 

P 



< h{G){c'5) 



Y, (log (.Ei) + log 2) t,(W^o + • • • + Wr^i) 



Le=i 



cô ^^iKe^) + 9t log s) + 5 log 2j + h{P) + 5h{A) 

.'x\g-d-i 



+S{2c + 2c' + l)(log AT + 1) + 31og((degG).(c'(5)3 + 1) 
Ce qui achève cette démonstration. ■ 



{degG){c'Sy 



5 LEMMES DE ZEROS EXPLICITES 

5.1 Un lemme de zéros explicite dans un groupe algébrique 
commutatif G plongé dans un espace projectif Pat : 

Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur un corps de nombres K, ir- 
réductible, plongé dans Vn{N > 1), de dimension g{g > 1) et d'élément neutre e 
représenté dans P^v par un système de coordonnées projectives e — {eo : ei : . . . : 
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cat). Soient aussi x un point fixé de G, A une famille de formes de K[X_,Y]{X_ := 
{Xq, . . . , Xn),Y_ := {Yq, . . . , Yn)) représentant l'addition dans G ^ Pn au voisi- 
nage de {e} X {x} et (c, c') g N*^ le bidegré des formes constituant A. Nous désignons 
par K[X]{2£. (^Oi ■ ■ ■ , Xn)) l'anneau de coordonnées de Pat, par © l'idéal de déf- 
inition de l'adhérence de Zariski G de G dans K[X] et par A :— K[X]/& l'anneau 
de coordonnées de G. 

Sous les hypothèses de normalisation du §3 pour G et e e G, on a une paramétri- 
sation de G au voisinage de l'origine e utilisant comme paramètres T := (Ti, . . . , Tg) 
{Xi — ei, . . . , Xg — Cg) et représentée par un monomorphisme tp de A dans if[[T]]. 
De plus, en écrivant pour tout i G {0, . . . , N} : 



7eNs 



les nombres a''j\l G N^, z = 0, . . . , N) de K vérifient (d'après le lemme IÏÏ!T| . pour 
toute place v de K, la relation : 



< {N,G,ef^.H„{e) {I e ,i ^ 0, . . . , N), 



(5.1) 



où les Ey{v e Mk) sont les expressions (supérieures ou égales à 1) dépendant de 
N, G et e définies par : 



E^ ■.= H^{e) 



N ( 
2(d(G)-l) -Q 



Hy{Pj) max< 1, 



V 



1 



jCgjCj) 



si V est finie et 

E, := 8gd{Gf{d{G) + lf^3+i)^H,{ef'^^^'>-^^ 



N 

X Yl I iï„(Pj)'max<j 1, 



(ei ,...,6(^,6^) 



si V est infinie. 

Les relations H5.1|l montrent bien que les hypothèses du §4.1 pour G sont satisfaites 
avec p = 1, ni = N , Si = 1, Çi = e, ti \a fonction additive de dans M.~^ définie 
par : 

ti{I)^\I\ (pour tout / e N») 

et = Ey pour toute place v de K. Ceci nous permet donc d'appliquer le 

théorème 14.91 afin d'obtenir -sous les hypothèses de normalisation faites sur G- un 
lemme de zéros explicite dans G. Avant cette application, nous posons : 



E 



n ^ 



lK:q\ 



{E correspond à Ei du §4.1) et nous majorons dans le lemme qui suit logi? (ou 
log£^ -I- log4 même) par une expression qui dépend seulement de TV, g, d{G), h{G) 
et h{e) (dans le but de se débarrasser des polynômes Pj{g + ^ < j < N) figurant 
dans les Ey{v G Mk)). 

Lemme 5.1 On a : 

log {E) log4 < 4(7V - g)h{G) + [2{N -g + l)h{e) + 4{N - g)] d{G) 

+ {N-g + 1)(25 + 5)(log (d(G)) + 1) - 2{N -g + l)h{e). 
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Démonstration. — Par définition même de E et des Ey{v e Mk) on a : 
. ^ [K, :Q„] , ,^ , 



^ ~ ~ ^ / 1 



2{d{G) - l)h{e) 



dXi v^i' ■ ■ ■ i^g-i^'î) 
+ log (85) + 3 log (d(G)) + 2(5 + 1) log {d(G) + 1). 

Or, on peut montrer en raisonnant place par place qu'on a pour tout j G {3 + 
1,...,7V} : 

^1 1 : TmT^ : 1 =^(1 : |^(ei, • ■ ■ , eg, e 



'd°totPj + 9 
5 + 1 . 



< + {d\,tP, - 1) : ei : . . . : eg : e,) + \og[d\otPj 

< h{Pj) + (d(G) - l)h{e) + (.g + 2) log (d(G)) 



car : h[Pj) — h{Pj), d°totPj < d°totPj — d{'n-j{G)) < d{G) et le coefficient binomial 
(-d°totP,+s^ étant majoré par (d°tot^'j)^+^ < d(G)^+\ D'où : 

AT 

log [E) + log4 < 4 Y, hiP,) + 2(iV - 5 + l)(d(G) - l)/i(e) 

+ (iV - g){2g + 4) log (d(G)) + log (8g) + 3 log (d(G)) + (2^ + 2) log (d(G) + 1) + log4 

N 

< 4 ^ + 2{N -g + l){d{G) - l)h{e) + {N - g + l)(2.g + 5)(log (d(G)) + 1) 

car : (iV - g) {2g + 4) log d(G) + log (8g) + 3 log (d(G)) + (2g + 2) log (d(G) + 1) + log 4 
est majorée par {N — g + l)(2g + 5){log{d{G)) + 1). Pour finir, nous montrons 
ci-dessous que les formes Pj (g + 1 < J < N) sont toutes de hauteur de Gauss- 
Weil majorée par h{G) + d{G). Ces majorations reportées dans l'estimation d'avant 
pour log {E) + log 4 aboutissent immédiatement au lemme 15.11 et achèvent cette 
démonstration. ^ ^ 

Pour j G {g + 1, . . . ,N}, montrons qu'on a effectivement h{Pj) < h{G) + d{G). 
D'après [2|3 (page 347) on a : 

h (7r,(G)) = h{P,) + d\,,Pj.h(^g), 

donc 

h[Pj) - h {tI,(G)) - d°totP,-./i(P3) 
< h{G)-d\otPj.h{^g). 

D'où, d'après la relation de comparaison H1.7|l entre les deux hauteurs h et h : 

HPj) < h{Pj) + [g + l)d°totî^j. log2 

< h{G)-d\otPj.h{^g) + (g + l)rf° totPj.log 2, 

i.e ^ ^ ^ 

h{Pj) < h{G) + d\otPj ((g + 1) log 2 - h(Vg)) . (5.2) 
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Posons, provisoirement, pour tout n S N 



ij{n) = (n + l)log2-/i(P„) 

= (n + 1) log 2 - ^ ^ — (voir [7\3 page 346) 



2k 

m— 1 k—1 



(-+i)iog2-EEè 

fc^l m—k 



(n + l)log2-E 



fc=i 



2fc 



/ -, M « n + 1 1 n 



n + 1 



De cette dernière égalité, on vérifie facilement que '0(0), V'(l); '/'(2), "0(3) et 0(4) 
sont inférieurs à 1 et que i^in) < pour tout n > 5. Donc ip{n) < 1 pour tout 
n S N, et en particulier ^p{g) < 1. Ainsi, de la relation Il5.2|l s'ensuit : 

HPj) < HG) + d\,tP, 
< h(G) + d{G). 

Ce qui complète la démonstration. ■ 

En appliquant le théorème 14.91 à G et en tenant compte de la majoration du 
lemmelOl on obient le théorème suivant : 

Théorème 5.2 Soit G un groupe algébrique commutatif de dimension g (g > 1), 
défini sur un corps de nombres K, plongé dans un espace projectif Vn{N > 1) et 
d'élément neutre e représenté dans ¥n par un système de coordonnées projectives 
e = (eo : . . . : bat). On désigne par K[2Q{2L ~ {Xq, . . . , Xn)) l'anneau de coordon- 
nées de Pat, par l'idéal de définition de l'adhérence de Zariski G de G dans K[X] 
et par A := K[2Ç\/^ l'anneau de coordonnées de G. Soient aussi x un point fixé 
de G, A une famille de formes de K[2£,Y}{2L ■— [Xq, . . . ,Xn),Y_ := (Yq, . . . ,Yn)) 
représentant l'addition dans G ^ Pat au voisinage de {e} X {x} et (c, c') G N*^ le 
bidegré des formes constituant A. Soient enfin Wq, . . . , Wg des dessous d'escaliers 
finis de et P une forme de A non identiquement nulle de degré S {S G N*). Sous 
les hypothèses de normalisation : 

1) eo = 1 et l'espace tangent TJG de G en g a pour équations : 

Xg^\ = • • • = X]S! = 0; 

2) Un point générique {yo '■ yi ■ ■ ■ ■ ■ Vn) de G ^ Pat vérifie : 

degtrKK{yo, ...,yg)^ degtrKK{yo, . . . , yjv) = .9 + 1, 

(c'est-à-dire que yo, . . . ,yg sont K -algébriquement indépendants) ; 

si P s 'annule en x avec une multiplicité définie par le dessous d'escalier Wo+- ■ ■+Wg 
(voir les définitions \4-3{ l, alors il existe 1 < r < g et une sous-variété V de G de 
dimension d < g — r, contenant :x., incomplètement définie^ dans G par des équations 

'selon la terminologie de 0. 



34 



de degrés c'6 et satisfaisant : 
mvv^,(F)degy < àegG .{c' ôf-"^ 

et 

mwAV)KV) < h{G){c'ôy-'^ + if{N, G, e)/f (W^o + • • • + Wr-i) 

+ c5 {h{e) + g log 2) + h{P) + 6h{A) + 5{2d°A + l)(log + 1) 
+31og((degG).(c'(5)'' + l)]{degG){c'ôy-<'-\ 

où 

f{N, G, e) := 4(iV - g)h{G) + [2(N - g + l)h{e) + 4{N - g)] d{G) 

+ {N-g + l){2g + 5)(logd(G) + l) - 2{N - g + l)/i(e) 



et 



HWa + ■■■ + Wr-i) := max 1/1 

/eWn + --- + »',_i 



De plus, P s'annule sur V avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier 

Wo + --- + Wr. 

5.2 Un lemme de zéros explicite dans un groupe produit G = 
Gi X ■ ■ ■ X Gp plongé dans un espace multiprojectif P = 

Prai X ■ ■ ■ X P„p : 

Soient Gi, . . . ,Gp{p € N*) des groupes algébriques commutatifs définis sur un 
même corps de nombres K, irréductibles et plongés respectivement dans des espaces 
projectifs P„j^, . . . ,P„p(ni, . . . , G N*). Pour tout i = nous appelons 

Çiidi > 1) la dimension et l'clcmcnt neutre de Gi représenté dans par un 
système de coordonnées projectives = (e^o : • • • : Cim)- Soient aussi pour tout 
i € {1, . . . un point fixé de Gi et une famille de formes de K[X^,}^g]{2£i = 

{Xm, . . . , XinJ,Yj^ = {Yeo, ■ ■ ■ , Yine)) représentant l'addition dans Gi ^ P„j au 
voisinage de {e^} x {x^}, que nous supposons constituée de formes de bidegré (c, c') € 
N*^ indépendant de £. Appelons G le groupe produit G := Gi x • • • x Gp plongé 
dans l'espace multiprojectif P := P„j x • • • x P„p, de dimension g ■= gi + ■ ■ ■ + gp, 
d'élément neutre e := (ei,...,ep) et contenant le point x := (xi,...,Xp). Nous 
posons 2L '■= {K.1J ■ ■ ■ j2Lp) et A := {A^, . . . ,Ap) la famille de formes représentant 
l'addition dans G ^ P au voisinage de {e} x {x} et nous désignons par <Si{£ = 
l,...,p) l'idéal de définition dans de l'adhérence de Zariski Gi de Gi et 

par Ai := K[X(]/(&f(i = 1, . . . ,p) l'anneau de coordonnées de Gi. Nous désignons 
finalement par (S l'idéal de définition dans K[2Ç\ de l'adhérence de Zariski G de G 
et par A := K\X]/(Ô l'anneau de coordonnées de G. 

Par ailleurs, nous posons pour tous réels strictement positifs donnés s,ôi, . . . ,ôp 
et pour ô:={ôi,...,ôp) : 

W{ô,s) := |(ai, ...,a^)e N«^+-+s./^ + • • • + ^ < 

qui est un dessous d'escalier fini de W. 

En se mettant dans la situation décrite par les hypothèses de normalisation 
du §3 pour chaque groupe Gi{£ = 1, . . . ,p) et € Gi, le groupe Gi ^ P„^ est 
incomplètement défini par des équations de la forme : Pij{Xio, . . . ,Xig,Xij) = 
(5£ + 1 ^ j < ni), où les Pij{gi + 1 < J < ni) sont des formes, non identique- 
ment nulles de K[Xio, . . . ,Xigg,Xj] ayant chacune un de ces coffecients égal à 
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1. Posons aussi Pij{i = 1, . . . ,p;j = ge + 1,. . . , ne) le polynôme obtenu en sub- 
stituant dans Pij, l'indétérminée Xq par 1. On a d'après le §3, une paramétri- 
sation de Gg au voisinage de son élément neutre ei utilisant comme paramètres 
T_i = {Tei, . . . , Tig^) := {Xn - en, - ■ ■ , Xe,g^ - e^gj et représentée par un monomor- 
phisme de dans ^^[[T^]]. De plus, en écrivant pour tout i G {0, . . . , n^} : 



^i{Xt 



Ui)rple 

''If J-l ' 



les nombres a"l'^\lg G W ,i = 0, . . . ,7i£) de K vérifient, pour toute place v àe K 
(d'après le lemme ITTll . la relation : 



< Fe^,{ne,Ge,eif'^H,{ei) [h G , i = 0, . . . , n^) 



(5.3) 



où les Fe^y{v G Mk) sont les expressions (supérieures ou égales à 1) dépendant de 
n£, Gi et Cl définies par : 



£,v 



Hv{ei) 



2{d{Gt)-l) 



n 

j=9« + l 



V 



1 



dXtj 



{eei, . . . , efg^ jCej) 



si V est finie et 



ed{Gef{d{Gi) + 1)2(9^+1). if„(e,)2WG 



X n 



\ 



dPtj 



{eei, . . . , eig^,eij) 



si V est infinie. 
On pose aussi : 



Ff 



v^Mk 



Les paramétrisations de Gi, . . . , Gp au voisinage de ei, . . . , respectivement in- 
duisent évidemment une paramétrisation du groupe produit G au voisinage de son 
élément neutre e, utilisant comme paramètres T := {T_y, . . . , Tp) = (î^ii, • ■ • , Tig^ , 
. . . , Tpi, . . . , Tpg^) et c'est cette paramétrisation qu'on utilise. 

Notons enfin que les définitions 14.31 concernant l'annulation d'une forme de A 
sur un sous-ensemble algébrique i? de G avec une multiplicité définie par un dessous 
d'escalier W de W s'étendent d'une manière évidente à notre cas G '-^ P„i x • • • x 
P„p . On a le théorème suivant : 

Théorème 5.3 (Notre lemme de Roth) Sous toutes les hypothèses précédentes, 
soient e un réel strictement positif et P £ A une forme non identiquement nulle de 
multidegré S = {Si, . . . , Sp). On suppose e < 1, ôi > ge + l (pour £ = 1, . . . ,p) et : 



> 



pc 

e 



d{Gi)...d{Gp), 



1, 



(5.4) 



Alors, si P s'annule en x avec une multiplicité définie par le dessous d'escalier 
W{^i9£) de il existe une sous-variété propre V de G définie sur K , contenant 
X, dont toutes les composantes irréductibles sur K sont des sous-variétés produit 
dans P, on a y = [^aeGa\(T</K) '^^) oùV = Vi'x---xVp et en posant D := 
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(qui est -en d'autres termes- le nombre de composantes irréductibles de V sur K), 
on a : 

/ / \ g — dim V 

DdiVi)...d{Vp)< (^j diGi)...d{Gp) 



et 



d{G,)--- d{Gp){^^ 'd{Ve) - 



h{P) + j2 Re^e + S 



où pour tout £ = 1, . . . ,p, on a noté Ri l'expression dépendant de ne,Gi, ei et Ag 
définie par : 

:=^§pT + (5-l)£{4(n,-g,)MG,) 
ge-\-l d{Gi) 

+ [2{ni -~ge + l)h{ei) + 4{ne - gi)] d{Gi>) 

+ (n, - 5, + l)(2g, + 5)(log (d(G,)) + 1) - 2{m - ge + l)h{e,)} 
+ c {h{ei) + gi log 2) + h{A^) + (3c + 3c' + 4) log [ru + 1) 

et S l'expression : 
p 

S* := 3 ^ log {d{Gi)) + <?(3 \ogp + 3 log c' + clog 2) + 2c + 2c' + 4. 

De plus, P s'annule sur V avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier 

Démonstration. — Afin de pouvoir utiliser le théorème 14.91 on plonge P dans un 
espace projectif Pat par le plongement de Segre-Veronese 

p: P Pat 

|<3Li|='5i,...,|Qp|=5p 

N est alors égal au cardinal de l'ensemble 

N := {a= eN"i+i ^ ... ^ N'^^+Vlail = . . . , |ap| =5p], 

donc : 

~\ 5i )"\ 5p 
Appelons Z_ = (Z^='' J les coordonnées de Pat. A toute forme homogène Q sur 

Pat (i.e Q G K[Z]) de degré (5 € N est associée la forme Q (X=. a £ A/") (obtenue 

en substituant X= dans Q à chaque coordonnée z''=\a G A/") de Pa^), qui est une 
forme multihomogène sur P de degré {ôôi, . . . , ôôp). Ainsi, une forme linéaire sur Pat 
représente une forme multihomogène de degré {ôi, . . . , ôp) sur P. Et en particulier 
notre forme P £ A du théorème 15.31 est représentée par une forme linéaire L sur 
Ptv. 

On obtient à partir des monomorphismes ipi,...,ipp de paramétrisation des 
groupes Gi, . . . ,Gp respectivement, au voisinage de leurs origines, un monomor- 
phisme ip de paramétrisation de G ^ Pat au voisinage de e défini par : 

^■.K[z]rj{p{G)) - Km 

Q ^ v'(g) := ((^i(^---(^(^p)(Q(^=,ge7V)) ■ 



37 



En posant (comme dans le corollaire I4.2|l pour tout l G {!,..., p} et tout € 

p^n< + l . 

on a pour tout a = [a^, . . . , «p) G Af : 

= X! Ci(ai,/i)...Cp(ap,/p)X^, 

/=(/i,...,/p)eNsi x---xNSp=N9 

c'est-à-dire : 

^ {Z'=') = E 4- r (5-5) 

/GNs 

(a) 

avec les a^— (/G N^) sont les nombres de K définis par : 

fl/" := /i) . . .Cp(ap,/p) 

quand / = (/i, . . . , /p) e N^i x • • • x N^f = N". 

Pour pouvoir appliquer le théorème 14.91 à G ^ Pat, nous allons montrer dans 

ce qui suit que ces nombres aj= (a S A/", / € N^) satisfont bien la relation 114. l|l du 
§4.1 pour un certain s > 0, certaines expressions Ei^v > 1{£ = 1, . . . ,p,v € Mk) et 
certaines fonctions additives ti{£ — 1, . . . ,p) de dans à déterminer. 
Pour tout £ = 1, . . . ,p, la paramétrisation considérée pour le groupe Gi ^ P„, au 
voisinage de ei satisfait clairement les hypothèses du §4.1 avec p remplacé par 1, 
ni remplacé par ni, gi remplacé par gi (ou même quelconque), lîi remplacé par 1, 
s remplacé par 1, remplacé par e^, ti remplacée par la longueur d'un g^-uplet 
de W^, T remplacé par 7^ et i?i,t,(w € Mk) remplacées par les Fi^y de la relation 
H5.3|l . Ce qui nous permet d'appliquer le corollaire 14.21 à Gi ^ P„^ et on obtient : 
pour tout G tel que \a^\ = Si, tout I(, G N^* et toute place v de K : 

si V est infinie et : 
si V est finie. 

Définissons pour tout £ G {1, . . . ,p} et toute place v de K : 

.-9 . -/^ F -.F F-T[f'-^-9F 

\ L SI ti est mfanie 

et ti: W M+ 

/= (/i,...,/g) G X ••• X =N9 ^ ti{I):=\Ii\ 

(les t£(i' = 1, . . . ,p) sont clairement des fonctions additives satisfaisant ti(J) + • • • + 
ip(/) = |/| pour tout / G W). 
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Avec toutes ces définitions, les relations précédentes estimant les valeurs absolues 
t)-adiques des nombres CeXfli, Og, li) s'écrivent : 



\Ce{af,Ii) 



(pour tous £,a£,Ii et v). 



D'où, pour tout a G Af, tout / € et toute place w de X 



< s: 



giSi-i \-gpSp Tpti(I) 



(5.6) 



On a ainsi vérifié (relations H5.5|l et H5.fi|l l les hypothèses du §4.1 pour la paramétri- 
sation de G ^ Pat au voisinage de e, ce qui nous autorise enfin à utiliser le 
théorème 14.91 pour G ^ Pat. 

Dans les hypothèses du théorème 15.31 P s'annule en x avec la multiplicité définie 
par le dessous d'escalier W{5_,ge). Pour se ramener à la situation du théorème 14.91 
on pose Wo, . . . , Wg les dessous d'escaliers de : 



Wo = {0} et Wi 



Wg^W{5,e), 



(on a bien Wq + • • • + Wg = W{6_,ge)). Dans cette application du théorème 14.91 la 
forme linéaire L sur Pat représentant notre forme P sur P a les mêmes coefficients 
que P donc aussi la même hauteur de Gauss-Weil que P. Par ailleurs, comme la 
famille de formes A — {A^, . . . .A^) représentant l'addition dans G ^ P au voisinage 
de {e} X {x} est constituée de formes, toutes de même bidegré (c, c'), l'addition 
dans G ^ Pjv au voisinage de {e} x {x} peut être représentée par une famille 

B_ = [b''^ ,a G Afj de formes de K[Z] de bidegré (c, c') et tel que B aït la même 

hauteur de Gauss-Weil que la famille de formes A=, a G A/" de K[2Ç\ (en fait chaque 

forme i3^='(a G J\f) représente simplement la forme A= sur Pat). On a, grâce à un 
calcul standard sur les hauteurs : 

< Sih{A^) + ■■■ + Sph{Ap) + (c + c) [ôi log (m + 1) + ■ ■ ■ + ôp log (up + 1)] . 

La conclusion du théorème 14 . 91 affirme alors l'existence d'une sous-variété propre V 
de G contenant x et satisfaisant : 



g — dim V 



(5.7) 



et 



mwAV)hr„{p{V)) < hr,{p{G))c 



/g—dim. V 



+ (log i^e) + 2) t£(VFo + • • • + 

J=i 

+h{L) + h{B) + (2c + 2c' + l)(log N - 



l) + 31og(dp„(p(G)).c'^ 



:log2)+.9log2j 

rfp«(p(G))c' 
(5. 



/(?— dim V — 1 



pour un certain entier 1 < r < 5 — diniV. 

De plus, P s'annule sur V avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier Wq + 
■ ■ ■ + Wr D W{5_, e) (donc P s'annule -à fortiori- sur V avec la multiplicité définie 
par le dessous d'escalier W{5_,e)). 

On obtient les inégalités du théorème 15.31 à partir des relations Ij5.7|l et Ij5.8|l , mais 
avant cela nous montrons d'abord que les comjiosantes irréductibles de V sur K 
sont toutes des sous- variétés produit de P. Soit V une composante irréductible de V 
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sur K. Pour tout £ = 1, . . . ,p, soient tt^ la projection de P sur P„^, y = (yi, . . . ,yp) 
un point suffisamment général de V et Xg le sous-ensemble algébrique de P : 

Xi:=Vn ({yi} X • • • X {y^-i} x P„^ x {ye+i} x • • • x {yp}) . 

Il est clair qu'on a pour tout £ — l,...,p : dimXg < dim7r^(y). De plus, en 
supposant que V n'est pas le produit de ses projections sur les différents P„(,, il 
existe 1 < £ < p tel que l'on aït : 

dimXf < dim7r£(l^). 

On choisit £ minimal ayant cette propriété, donc pour tout j = 1, 1, on a : 

dimXj =^ dini7rj(y), 

qui est équivaut à : 

{yi} X • • • X {yj_i} X TTjiV) X {y^+i} x • • • x {yp} c V. 

Pour j ~ !,...,£, on pose aj :— dim7rj(F) et f3j := gj — dimXj, alors on a 
Œj + Pj = Qj pour tout j € {1, ...,£— \\ et ai -\- I3i > gi. On complète ai, . . . ,ai 
et /3i,...,/3f pour avoir des p-uplets a et (3 dans satisfaisant |a| — dimV , 

\P\ = 5-dimF, 7^0, mw^y) > Sf' . . . ô^''e\^\ = ô^' . . . S^" e^-'^'"^^ eta + p 

maximal pour l'ordre lexicographique^ (ceci est possible d'après la minimalité de £). 
Comme maintenant |a| + 1/3| = g = gi + - ■ ■+gp, ai+f3i — gi, . . . , ae-i+Pe-i = ge-i 
et ai + Pi > ge, il doit exister un indice £ < k < p pour lequel on a. ak + Pk < gk- 
Prenons k minimal pour cette propriété et posons pour tout i = 1, . . . ,p : 

si z 7^ ^ et i 7^ fc 
1 si i = ^ 
1 si i — k 

On vérifie aisemment grâce au choix de a et P maximaux pour l'ordre lexicographique 
(voir la note d'en bas de la page 001 et grâce â la minimalité de k, qu'on a 
12]=! — pour tout i — 1, . . . ,p. Par suite on a : 

dp 




Ok ' 



1=1 



1=1 



> (5?^ . . . (5^" 7 (car les 5i décroissent), 



et puis 

1 ■ ■ P — 1 ■ ■ p 1 • ■ ■ ^p ^ 



< dr^ip{G)) c'S-'^™^ (d'après KTÏ ) 



< 



9i---9pJ ^ 
<Sf\..ô^p-d{G,)...d{Gp)ipcr 



p 

^Celà veut dire qu'on prend a et fS pour que l'on aït : '}2]^ii'^j + /^j) ^ S}=i 9j pour tout 
l,...,p. 
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où la deuxième inégalité de cette série d'inégalités vient du fait qu'on a : 
dp^ipiV)) > ■ • ■ Sp" car d^{V) ^ (en effet, on a : 

drApiV)) = (dim^)! ^ d^iV) (Sj^/j.l) . . . {S;^ hpl) > ■ ■ ■ ô^"). D'où 

7eNP/|7|=dim V 

< f^Trf(Gi)...d(Gp), 



ce qui contredit notre hypothèse 115. 4|l et montre ainsi que V est bien une sous- 
variété produit de P. 

Maintenant il ne reste qu'à déduire des inégalités ()5.7|l et Ij5.8|l . celles du théorème 
15.31 Pour cela, nous allons estimer chacune des quantités dp„(p(G)) , /ip„(p(G)), 
dr,{p{V)) ,hrApiV)) ,mwAV),\ogiEe) + log2 logiV + 1 et 

log (dpjv (p(G)) c'^ + l) indépendamment du plongement p, de N et de Fn- En désig- 
nant par Hg{G;S) et Ha{G;S) (resp Hg{V;6) et iïaCV';^)) les polynômes multidegré 
et multihauteur de G (resp de V) définis dans Jj (§3), on a : 

dp,{p{G))=Hg{G;ô_)= ( )rf(Gi)...d(Gp)5f ...J^'- 

\5i ■ ■ ■ 9p/ 

(car G = Gi X • • • X Gp) et 

/ip«(p(G)) =i/a(G;^) 

^ )d(G,)...rf(G,)^f ...^fÉ 'ti!;!?! ^^- 

De même, en posant F = Vi x • • • x "l^ et D := dr{V) / dr{V) (qui est le nombre de 
composantes irréductibles de V sur K), on a : 



et 

hrAp{V)) = Dhr,(^p{V)) 

- ^ Uni . . . dim "^^^'^ ■ ■ ■ ^^^^^'^1 ---^P ^ dimF, + ld(y,) 
(en remarquant que dim V — dim V^) . 

Minorons maintenant la quantité tovk,, (^) (remarquer que Wr = Wi est indépen- 
dant de r). On a par définition même (voir (H], page 1072) : 

mwAV) {g - dim F)! max Vol(Rf ^''"^ \ G,,,...,,^„,.„, (W^,)) 

l<ii<---<ig_dim v<S 

OÙ le maximum est pris pour les points y de F et les 1 < ii < • • • < ig-dimV < 5 
tels que les vecteurs de la base canonique de : Si^, . . . ,eig_di„v complète TyV 
(l'espace tangent de V en y) dans (en désignant par (ei, . . . , Eg) la base canonique 
de C^) et OÙ Ci-^^,,,^i^_^^^y{Wr) désigne l'enveloppe convexe de la trace de l'escalier 
\ Wr sur le M-espace vectoriel de dimension g — dim V : Me^^ -I- • • • -I- Rsi 
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Il est clair qu'on a mw^{V) = mw^iV) et comme V ^ Vi x ■ ■ ■ x Vp, pour tout 
y = (yi, . . . , yp) e F on a : TyV ^ Ty^Vi x ■ ■ ■ x Ty^Vp. Donc, Pour compléter TyV 
dans C^, on peut compléter chacune des bases des Tyf,Vi{£ = 1, . . . ,p) dans C^'. 
Ainsi les ii, ■ ■ ■ ,ig-dimV correspondant à cette complétion satisfont clairement : 

gi-dimVi rSp -dim Vp „_(ji„i y 

\^ if^*^ mmi/\^ /-r-r r \ \ "-'1 • • • ^ V t 



i(Mr'^'-^\c,,...,^_,._(w^.)) = ^ 



(g - dimV")! 



d'où : 



En substituant toutes ces estimations dans 115. 7|l et en majorant ensuite 
Cl ^9 ) / (dim Vi™ dim y ) P^^ (jrf-dimV^ première inégalité du théorème 15.31 en ré- 
sulte. Afin d'obtenir la deuxième inégalité du théorème l5.3l on substitue dans H5.8|l 
les estimations précédentes et on utilise de plus les majorations suivantes : pour 

log (Ei) + log 2 = log (Fi) + log 4 (car Eg = 2Fe) 

< 4{ne - ge)h{Gi) + [2{ng -ge + l)h{ef) + 4(n^ - ge)]d{Ge) 

+ {ne -ge + l){2ge + 5){log{d{Gi)) + 1) - 2(n^ - ge + l)h(ee) 

(d'après le lemme [ïï!Tl appliqué au groupe Gi), 

te{Wo + ■■■ + Wr-i) = h {W{6:, (r - l)e)) < (r - l)e5, < [g - \)e5t, 

logiV < ôi log (ni + 1) + • • • + (5p log [up + 1), 
log(dp„(p(G)) c'^ + 1) < log(dp„(p(G)) c'^) + 1 

<log(^(^^^ ^ ^ ^d{G,)...d{Gp)ô{' ...51"^ +glogc' + l 

< \og{pH{Gi) . ..d{Gp)(ni + 1)'^ ...{np + 1)*''') + g loge' + 1 

< glogp + log (d(Gi)) + • • • + log {d{Gp)) 

+ ôi log (ni + 1) H h(5plog {up + 1) + g loge' + 1. 

où l'avant dernière inégalité est obtenue grâce à l'hypothèse Si > gi + 1 pour £ — 
l,...,p, qui entraine < {gi + 1)''* < (n^ + 1)**. Après avoir supposé (sans 
restreindre la généralité) que dim < — 1, = 1, . . . ,p, on majore enfin : 
(.9 + l)L.'.,J/(dimF + l)(,,„^""Lvp) par (5 + 1)^-'^""^^. Le reste consiste 
en des majorations numériques triviales. La démonstration est achevée. ■ 



5.2.1 Application aux puissances du groupe multiplicatif 

En prenant dans notre théorème ci-dessus Gi , . . . , Gp des puissances du groupe 
multiplicatif Gm : Gi = , . . . ,Gp = G m , on obtient le corollaire suivant : 

Corollaire 5.4 Soit K un corps de nombres, < e < l un réel, p, ni,...,np 
des entiers strictement positifs et n la somme des entiers ni,...,np. Pour tout 
1 < i < p, on plonge le groupe algébrique GJ!J^' dans l'espace projectif de la 
manière suivante : 

(xi, . . . ,a;„J 1-^ (1 : xi : . . . : x„J ' 

Ces plongements induisent un plongement du groupe produit G :— G'^l x ■ ■ ■ x Gm 
dans l'espace multiprojectiff := P„j x • • • x P„p auquel est associé un anneau multi- 
gradué que l'on désigne par K[2Q (avec X_ := {2Lij ■ ■ ■ j^p) et 2Li ■= (A^iOj • ■ • j ATinJ 
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pour tout l < i < p). 

Soient aussi P une forme non identiquement nulle de K[X} de multidegré S = 
((5i, . . . , Sp) G X un point de G{K) ^ P(i^). On suppose que Von a pour tout 

\ < i < p : 5i > Ui + \ et 



> 



Si+i 

Alors si P s'annule en x avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier W{ô, ne) 
de N", il existe une sous-variété propre V de G définie sur K , contenant x, dont 
toutes les composantes irréductibles sur K sont des sous-variétés produit dans P et 
si l'on désigne par N le nombre de ces dernières composantes et par Vi x • • • x VÇ, 
l'une de ces composantes, on a les inégalités : 



Nd(yi)...d{Vp) < (^) 



n — dim V 



Nd{V,)...d{Vp)Y,ô,^ < i^^j lhiP) + {ne + 2)Y,{2n. + 5)S^, 



i=l 



+ 3(n+l)(logp + 2)| . 

De plus, P s'annule sur V avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier 
W{ô,e). 

Démonstration. — Appliquons le théorème |OI aux groupes algébriques Gi := G^' 
plongés dans les espaces projectifs P„. {1 < i < p) comme expliqué dans l'énoncé 
du corollaire. Ces groupes algébriques Gi,...,Gp sont de dimensions respectives 
gi ni,. . . ,gp := Up ; leur produit G := Gi x • • • x Gj, est donc de dimension 
g :— m + ■ ■ ■ + np — n. T)e plus, le degré de chaque groupe Gi ^ P„; est bien égal 
à 1 et sa hauteur (comme Gi est dense dans Ym au sens de la topologie de Zariski) 
est égale à : 

/i(GO = /i(P„J 

rii t 



E E ÏÏT 03, page 346) 



2k 

1=1 k=i 

rii rii ^ 

EE ^ 

fc=l t=k 

E"' n,; + 1 — fc 
2k 

k=l 



ni 



1 "i 1 

ni -\~ 1 -^—^ 1 ni 
^k~~ 

k=l 
1 "' + 1 1 

- y - 



2 ^ k 

k=2 

< + l)log(n, + 1). 

Par ailleurs, l'addition dans chaque groupe Gi ^ P„. est représentée par la famille 
de formes de K[X„Y^] (avec X^ ■= (X,o, . . . , X,„J et F, := (F.o, • • • , 
définie par : 

Ai {2Li j Hi) = i^iO^iO j • ■ • j ^im Yim ) ■ 

La famille A^ est donc constituée de formes de bidegré (c, c') = (1, 1) et elle est de 
hauteur de Gauss-Weil nulle. 
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Enfin, l'élément neutre de Gi est représenté dans P,i. par le système de coordon- 
nées projectives (1 : ... : 1), donc ei est de hauteur de Gauss-Weil nulle aussi. 
Le reste ne sont que des majorations numériques triviales. ■ 
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